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Abstract 
 
A workshop of NIFS cooperative programs (NIFS07KKGL002), ‘Progress of MHD theory 
and related topics’ was held from 1 November to 2 November in 2007 at National 
Institute of Fusion Science. The contributed papers in the workshop are collected here. 
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序 

 
2007 年 11 月 1 日―2007 年 11 月 2 日の日程で、平成 19 年度核融合科学研究所一般共同

研究、研究会「MHD 理論の進展とその周辺」(NIFS07KKGL002、研究代表者：核融合科

学研究所、市口勝治)を開催した。 
MHD 現象の理論的解明は、磁場閉じ込めプラズマにおいて非常に基本的かつ重要な問題で

あり、核融合プラズマを理解する上で解決すべき問題も多く残されている。特に、近年で

は、LHD 実験における MHD 崩壊現象の解明や、ITER における NTM,RWM,ディスラプションの

ような MHD イベント制御に関する包括的理解が重要課題となっている。このような問題に

対する研究を強力に推進するためには、個々の装置に特化した解析だけでなく、様々な観

点からの幅広い知識の集積と、その根底に共通する学理を探求することが重要である。そ

こで本研究会では、MHD 理論を専門とする所内外の多くの研究者が情報交換を行うこと、及

び、それに基づいて双方における研究を発展させていくことを目的とした。 
ＭＨＤの理論的研究には、基礎方程式の性質の探求、研究対象に適したモデル方程式の

構築あるいは拡張、要素的現象に関する数値解析、実験を見通した大規模シミュレーショ

ンと、様々な研究の側面がある。今回の研究会では、それぞれの専門家が多数集結するこ

とができたため、同じ対象でも異なる側面からの研究結果が提示されたり、類似の手法を

用いた研究間においても、対象の異なる研究結果から様々な示唆が提示されたりという、

有機的な議論を行うことができた。また、本研究会では、テーマを MHD 理論という枠組み

に限定しているので、各自が自分の研究にフィードバックしやすい身近なアイデアをより

多く吸収できたと考えられる。今回、このように非常に有意義な研究会を開催することが

できたため、本研究会の成果をプロシーディングスにまとめることとした。本プロシーデ

ィングスが、今後の MHD 理論研究の発展に大いに寄与することを祈念する。 
最後に、ご多忙の中、本研究会に参加していただき、また原稿を執筆していただきまし

た参加者の皆様に厚く御礼申し上げます。 
 

                           2008 年 12 月 
 

研究代表者：                       
核融合科学研究所 大型ヘリカル研究部、理論・データ解析研究系 

市口 勝治 



平成 19 年度核融合科学研究所一般共同研究、研究会 
「MHD 理論の進展とその周辺」 
研究代表者：市口勝治(核融合研) 

 
日時：2007 年 11 月 1 日（木）13：45 ― 11 月 2 日（金）16：10 
場所：核融合科学研究所 研究Ⅰ期棟 8 階セミナー室 
 

プログラム（敬称略） 
 

11 月１日（木） 
13：45 開会のごあいさつ 研究代表者：市口勝治（核融合研） 
 
 座長：徳田伸二（原子力機構） 

13：50 吉田善章（東大新領域）  
「渦の非正準力学とマルチスケール構造」 

14：30 廣田 真（九大数理学研究院）  
「流れをもつ MHD 平衡における波のエネルギー」 

15：00 伊藤 淳（核融合研） 
 「流れを持つ MHD 平衡の拡張」 

 
15：30   休憩 
 
  座長：吉田善章（東大新領域） 
15：45 松元亮治（千葉大理）  

「磁気降着円盤の時間変動と状態遷移」 
16：25 石澤明宏（核融合研）  

「磁気島と微視的乱流の相互作用」 
16：55 市口勝治（核融合研）  

「ヘリオトロンプラズマの非線型発展におけるメルシエ安定性の改善」 
 

１７：３０ 懇親会 (ヘリコンクラブロビー) 
１９：００ 
 
１９：２０ 東濃バス多治見駅行き出発 
 
 
 
 
 



11 月 2 日（金） 
 
  座長：古川 勝（東大新領域） 

9：00 徳田伸二（原子力機構）  
「エネルギー汎関数法による抵抗性壁モード解析」 

9：40 相羽信行（原子力機構）  
「周辺局在 MHD モードの安定性解析への高ｎ展開の適用と流れを考慮した安定性解析への応用」 

 
10：10   休憩 
 
  座長：中村祐司（京大エネ科) 
10：25 古川 勝（東大新領域）  

「誤差磁場による磁気島生成に対するプラズマ流の効果」 
11：05 石井康友（原子力機構）  

「外部揺動による回転プラズマ中で磁気島の成長」 
11：35 松本太郎（原子力機構）  

「円柱プラズマにおける抵抗性ＭＨＤスペクトル」 
 

12：05 昼食 
 
  座長：石井康友（原子力機構） 
13：30 山田豪史（京大エネ科）  

「簡約化 MHD 方程式を用いた抵抗性不安定性解析」 
14：00 石崎龍一（核融合研）  

「ヘリカルプラズマにおけるプラズモイドの運動」 
 

14：30 休憩 
 
  座長：松本太郎（原子力機構） 
14：45 水口直紀（核融合研）  

「ヘリカル系における崩壊現象の非線形シミュレーション」 
15：15 中島徳嘉（核融合研） 

 「シャフラノフシフトとバルーニングモード」 
15：45 まとめと今後について 
16：10 閉会 
 
16：30 東濃バス多治見駅行き出発 
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流れをもつMHD平衡における波のエネルギー

廣田 真 (九州大学大学院数理学研究院)

概 要

流れをもつ理想MHD平衡の安定性解析ではエネルギー原理が適用できず、安定性条件を求める
のが困難になる。流れ場中では負のエネルギーをもった波が安定に存在し、それと正のエネルギー
をもった波との相互作用よって不安定性が起こりうる。本稿では 1次元MHD平衡における波の
エネルギーを Alfvén波などの連続スペクトルまでも含めて導出し、その符号を明らかにする。

1 序論

流れをもつ理想MHDプラズマの安定性解析においては、従来用いられてきたエネルギー原理 [1]
があまり有効ではない。そもそも、この手法は方程式を解かずに「安定であるための十分条件」、す

なわち「アプリオリ評価」を求めているにすぎない [2]。一般に、流れ場中では負のエネルギーをもっ
た波が安定に存在し、摂動のエネルギーが正定値になる状況はごく稀である。実際、流れの安定性が

主題である流体力学ではエネルギー原理はほとんど役に立っていない。それゆえに、方程式の固有値

問題や初期値問題を具体的に解く必要があるのだが、線形方程式の非エルミート性 (あるいは非正規
性)により、解析的にも数値的にも安定性の判別は困難になる。層流が不安定化して乱流へ遷移する
間のプロセスをみても非常に複雑であり、現在も様々なアプローチから研究が行われている。

流れの安定性に対してアプリオリ評価は得られないものの、波のエネルギーを求めることは依然

として重要であり、不安定性を解析的に見つける、またはその力学的な描像を得る上でしばしば功を

奏してきた [3, 4, 5]。それには流体の方程式がハミルトン形式をもつという背景がある。一般に、正
準力学系では平衡点近傍の振動モードがもつエネルギーの符号、さらには作用 (action)の符号が重
要であり、例えば異符号の作用をもつ二つの振動モードの周波数 (=固有値)が縮退すると線形不安
定性が起こる (Kreinの衝突などと呼ばれる [6, 7])。これと同様に、流体およびプラズマの様々な不
安定性をハミルトン力学系の分岐として統一的にとらえれば、力学系に特有の解析手法が適用でき、

不安定性の起こるメカニズムやその線形・非線形発展までも議論できる可能性がある。

ただし、流体やプラズマは無限自由度のハミルトン系であるために「連続スペクトル」が存在し、比

較的よく知られた固有値 (点スペクトル)とは取り扱いが本質的に異なる。本研究では波のエネルギー
の概念をハミルトン力学系の観点から根本的に見直し、その定式化を行なった [8]。近年、Rayleigh
方程式の連続スペクトル (渦のミキシングを表す)に対して、Balmforth & Morrison [9]が波のエネ
ルギーの計算に成功しているが、本研究では線形 MHD方程式までも含めた一般論を展開し、その
適用例として Ref. [9]の結果を再現した。本稿ではその一般論の概要を述べ、具体的な適用例として
は流れをもつ一次元MHD平衡における波のエネルギーを導出する。

2 線形摂動のラグランジュ表示と波のエネルギー

Arnoldはオイラー方程式が自由な剛体運動と同様なハミルトン形式をもつことを見出した [10, 11]。
これらの力学系は非正準ハミルトン系であり、運動に拘束条件が課されているのが特徴である。オイ

ラー方程式の場合、Kelvinの循環定理、すなわち渦度の保存則がそれに相当する。本来の正準系を
与える正準変数は流体粒子の運動 (微分同相写像)であり、渦度場は流体粒子に凍りついたトポロジ

1



カルな変形しか許されない。よって、摂動のエネルギーや運動量といった量を求めるには流れ場や

渦度場といったオイラー的描像からラグランジュ的描像へと翻訳することが鍵となる。Morrison &
Greene [12]やMarsden et al. [13]はオイラー方程式に圧縮性およびエントロピー変化、さらには磁
場の効果 (理想MHD方程式)まで含めた一般的なハミルトン形式を導いた。
理想MHD方程式において、(流れも含んだ)任意の平衡状態を (v,B, ρ, s)とする。ここで、vは

流れ場、B は磁場、ρは質量密度、sはエントロピー密度である (圧力 pは状態方程式により ρと s

の関数 p(ρ, s)として与えられる)。この平衡状態から運動学的に到達可能な変分とは

ṽ = ξ × (∇× v) − ρ−1B × (∇× η) −∇(ξ · v + α) + βρ−1∇s, (1)

B̃ = ∇× (ξ × B) , (2)

ρ̃ = −∇ · (ρξ), (3)

s̃ = −ξ · ∇s. (4)

のように与えられる [14, 15]。これはArnold [11, 16]が用いた isovortical variation ṽ = P[ξ × (∇×
v)](P は非圧縮ベクトル場への射影)の一般化であり、すべての保存則を自動的に満たすような変分
である。この変分を線形摂動とみなすと (ṽ, B̃, ρ̃, s̃)の時間発展は (ξ, η, α, β)の時間発展に翻訳する
ことができ、それらは互いに共役な発展方程式となっている [8]。
本研究では、この運動学的に到達可能な線形摂動のみに着目する。ξの発展方程式は、(1)を用い

ると、ラグランジュ変位場の定義としてよく知られた関係式 [17]

∂tξ + (v · ∇)ξ − (ξ · ∇)v = ṽ, (5)

と一致する。つまり、ξは流体粒子の軌道の変位という物理的意味を持っている。非圧縮流体の極限

では ṽ = P[ξ × (∇× v)]であり、(5)は ξだけの閉じた方程式となる [18]。MHDの場合は (η, α, β)
を消去する事で、以下のような時間に関して二階の微分方程式に帰着される。

ρ∂2
t ξ + 2ρ(v · ∇)∂tξ = Fξ,

∂tξ|t=0 = −2(v · ∇)ξ0 − v × (∇× ξ0)

−ρ−1B × (∇× η0) −∇α0 + ρ−1β0∇s,

ξ|t=0 = ξ0,

(6)

この発展方程式はラグランジュ変位場の式 (5)を出発点にして Frieman & Rotenberg [2]が導出した
ものと同じであり、作用素 F は Force operatorとして知られるエルミート作用素である。ただし、
(6)では ∂tξの初期条件を自由に与えておらず、何らかの (ξ0, η0, α0, β0)で表されるようなものに制
限している。この制限は実際にはそれ程強いものではないが、ṽが保存則による拘束 (1)を満足する
ためには必要である。仮に、∂tξ|t=0 を自由に与えると、(5)により ṽ|t=0(すなわち∇× ṽ|t=0)も自
由な値をとり、この摂動は渦度の保存則やクロスヘリシティーの不変性を破ってしまう。

摂動に制限を加えると、それだけ摂動のエネルギーは正定値になり易く、エネルギー原理はより改

善される (必要十分条件に近くなる)。例えば、Arnoldは Rayleighの変曲点定理 (Kelvin-Helmholtz
不安定性が起きるための必要条件)を isovortical variationを用いて導いたが、これに相当する結果
を得るには (1)の制限が不可欠となる。
方程式 (6)は流体粒子に対するニュートンの第二法則 (正準ハミルトン系) を表し、このラグラン

ジュ変位場 ξを解けば、(5)や (2)-(4)に代入することで摂動場はただちに求めることができる。摂
動のエネルギーは Ref.[2]と同じく、

δ2H =
∫ (

ρ|∂tξ|2 − ξ · Fξ
)
d3x = const. (7)
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と書けるが、(6)の初期値に対する制限のもとで、この δ2H は確かにハミルトニアンH の第二変分

と一致する。このように、摂動のエネルギーをハミルトン力学に基づいて正確に議論するには、摂

動後の状態が摂動前の平衡状態から運動学的に (つまり、保存則を破らずに)到達可能である必要が
ある。

ここで仮に、ξが ξ(t) = ξ(t+T )を満たす周期 T の摂動だったとしよう。摂動のエネルギー (7)は
そもそも時間に依らない定数だが、これの 0から T までの平均をとると、以下のように書き直せる。

1
T

∫ T

0

δ2Hdt =
1
T

∫ T

0

∫
2ρ [∂tξ + (v · ∇)ξ] · ∂tξd3xdt. (8)

よって、もし平衡流 v が存在しなければ、周期的な摂動、つまり中立安定な波のエネルギーは常に

正であることが一般にわかる。逆に言えば、vの存在によって、負のエネルギーをもつ波が現れる。

さらに、それぞれのMHD波がもつエネルギーを詳細に調べるため、ラプラス変換を用いた解析
(スペクトル分解)を行う。ξ(t)のラプラス変換を Ξ(Ω), Ω ∈ Cとすると、方程式 (6)は

E(Ω)Ξ(Ω) = −m0(Ω), (9)

のように書ける。ここで、線形作用素 EFR(Ω)と右辺の初期値は

EFR(Ω)Ξ(Ω) := Ω2ρΞ(Ω) + 2iΩρ(v · ∇)Ξ(Ω) + FΞ(Ω), (10)

m0(Ω) := −iΩρξ0 − ρv × (∇× ξ0) − B × (∇× η0) − ρ∇α0 + β0∇s, (11)

で与えられる。この方程式に対して、

D(Ω) =
∫

Ξ(Ω) · E(Ω)Ξ(Ω)d3x. (12)

というΩの関数を定義すると、波の作用 (wave action)を以下の公式によって求めることができる [8]。

µn = Res
Ω=ωn

[D(Ω)] for 点スペクトル (固有値) ωn ∈ C, n = 1, 2, . . . (13)

µ(ω) =
i

2π
[D(ω + i0) − D(ω − i0)] for 連続スペクトル ω ∈ R (14)

ここで、Resは留数を意味し、D(ω ± i0) = limε→+0 D(ω ± iε)である。一般に、作用と周波数の積
が固有モードのエネルギーであり、(13)や (14)にそれぞれ ωn や ωをかけたものが波のエネルギー

である (波数をかけると波の運動量になる)。

3 1次元MHD平衡への適用

デカルト座標系 xyzにおいて、導体壁にはさまれた領域 x1 ≤ x ≤ x2 の理想プラズマ平衡

v = (0, vy(x), vz(x)), B = (0, By(x), Bz(x)), ρ(x) and s(x) (15)

を考える。簡単のため、重力などの外力は働いてないとし、圧力と磁気圧の和 ptotal = p(ρ, s)+B2/2
が p′total(x) = 0 を満たすことが平衡条件である (′ は xに関する微分を表す)。
線形摂動に対しては yと z方向にフーリエ変換

ξ(x, y, z, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ξk(x, t; ky, kz)eikyy+ikzzdkydkz. (16)

を行い、(ky, kz)を固定して解くのが慣例である。以降では ξk の添字 k は省いて再び ξ で表すが、

フーリエ変換によってこの ξは複素数になったことに注意しておく。流れをもつ平衡においては、波

数ベクトル k = (0, ky, kz)に関して平行成分と垂直成分を定義すると見通しがよい。

ξ‖ :=
k · ξ
k

, ξ⊥ :=
(ex × k) · ξ

k
, (17)
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ここで、k = |k|、ex = (1, 0, 0)である。
(局所的な)Alfvén速度を b = B/

√
ρ、音速を cs =

√
∂p/∂ρとすると、MHDスペクトルにおいて

特徴的な 4つの周波数は、

ω2
A = k2b2

‖ : Alfvén frequency, ω2
S = k2

b2
‖c

2
s

b2 + c2
s

: slow magneto-sonic frequency,

ω2
s,f =

k2

2

[(
b2 + c2

s

)
±
√

(b2 + c2
s)

2 − 4b2
‖c

2
s

]
: slow (−) and fast (+) turning point frequencies.

と書ける。

ラプラス変換された方程式 (9)は Ξ‖ と Ξ⊥ の消去によって、以下の常微分方程式に帰着する。

EI(Ω)Ξx(Ω) = −m0I(Ω), (18)

ここで、EI(Ω)は

EIΞx := ρΠAΞx + ∂x

[
ρ
ΠSΠA

Πsf
∂xΞx

]
, (19)

Πv(x, Ω) = [Ω − kv‖(x)]2, (20)

ΠA(x, Ω) = Πv(x,Ω) − ω2
A(x), (21)

ΠS(x, Ω) =
[
b2(x) + c2

s(x)
] [

Πv(x,Ω) − ω2
S(x)

]
, (22)

Πsf (x, Ω) = [Πv(x,Ω) − ω2
s(x)][Πv(x,Ω) − ω2

f (x)], (23)

で与えられ、Hain & Lüst [19]やGoedbloed [20]が導いた方程式を流れが存在する場合 (15)に拡張
したものである。一方、(18)の右辺には

m0I := m0x −
(

M0

Πsf

)′

, (24)

のように初期値が含まれる (M0 = iΠSkm0‖ − iΠvkb‖b · m0)。
方程式 (18)に対しても、DI(Ω)を

DI(Ω) =
∫ x2

x1

Ξx(Ω)EI(Ω)Ξx(Ω)dx (25)

のように与えると、このDI(Ω)と (12)で定義したD(Ω)との間には Ωの正則関数だけの違いしかな
いことが示せる [8]。したがって、DI(Ω)に対して公式 (13),(14)を適用しても波の作用を求めること
ができる。

ここでは外力が無いとしたため、点スペクトルとしては (速い&遅い)磁気音波のみが存在する。そ
の固有値の一つを ωn ∈ R、固有関数を ξ̂x(ωn)とすると、波の作用は

µn =
∫ x2

x1

ξ̂x(ωn)
∂EI

∂Ω
(ωn)ξ̂x(ωn)dx, (26)

=
∫ x2

x1

2ρ(ωn − kv‖)
[
|ξ̂x(ωn)|2 + k2N(x, ωn)|∂xξ̂x(ωn)|2

]
dx, (27)

と表せる。ここで、

N(x, ωn) =
b2
‖b

2
⊥Π2

v +
(
ΠS − Πvb2

‖

)2

Π2
sf

∣∣∣∣∣∣∣
Ω=ωn

≥ 0 (28)
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であり、(27)の被積分関数は (ωn − kv‖)を除いて常に正である。従って、波の位相速度 ωn/kが、波

数ベクトル方向の流速 v‖(x)よりも至る所で速い (or 遅い)ならば、波の作用は正 (or 負) である。線
形不安定性は正と負の作用をもつ二つの波の固有値が縮退 (Kreinの衝突)することによって生じるの
で、不安定固有値 =(ωn) > 0が現れるのは、区間 {kv‖(x) ∈ R : x ∈ [x1, x2]}においてのみである。
実数の ωに対し、ΠA(x0, ω) = 0またはΠS(x0, ω) = 0となるような x0が領域内に存在する場合、

この x0 は方程式 (18)の確定特異点である。このような ω は連続スペクトルを表し、特異な固有関

数が存在する。MHDでは以下の二種類の連続スペクトルが現れる。

Alfvén continuous spectrum σA = {kv‖(x) ± ωA(x) ∈ R : x ∈ [x1, x2]}, (29)

Slow continuous spectrum σS = {kv‖(x) ± ωS(x) ∈ R : x ∈ [x1, x2]}, (30)

一般に、これらは互いに重なりあっているが、b‖ = 0(すなわちAlfvén共鳴面)でない限りは、独立な
モードとして扱える。ちなみに、Πsf (x0, ω) = 0による特異性は見かけのもの (apparent singularity)
であり、連続スペクトルでないことが証明されている [21]。
これらの連続モードがもつエネルギーを計算するには (14)に従って、波の作用を求めればよいの

だが、このまま Ω → ω ± i0の極限をとるのは得策ではない。なぜなら、連続スペクトル (29)-(30)
の周波数のうちいずれかを ωc(x) = kv‖(x)± ωA,S(x)と置くと、特異点近傍の Frobenius級数解 Ξx

は Log で発散する。すなわち、

Ξx(Ω) ∼ Log (Ω − ωc) ⇒ Ξx(ω ± i0) ∼ log |ω − ωc|, Y (ω − ωc) (31)

のように logの発散や Heaviside関数 (Y )による不連続性が現れる。(18)より、EI(ω ± i0)はこの発
散をキャンセルするはずなので、それらで (14)を与えても間違いではないが、無限大とゼロの掛け
算をしているような表現なので、あまり好ましくない (符号もこれではわからない)。
本研究ではこの対策として、特異性を滑らかにするような変数変換を行うことが重要であると考

えている。今の場合は全圧力 p̃total(t) = (p̃ + B · B̃)(t)のラプラス変換を P(Ω)とし、扱う変数を Ξx

から Pへ変換する事がそれに相当する。確定特異点まわりの級数解は Pでみると、

P(Ω) ∼ (Ω − ωc)Log (Ω − ωc) ⇒ P(ω ± i0) ∼ (ω − ωc) log |ω − ωc|, (ω − ωc)Y (ω − ωc) (32)

となり、導関数の発散やジャンプは存在するものの、P(ω ± i0)は連続関数である。DI(Ω)を P(Ω)
で表すと、

DI(Ω) =
∫ x2

x1

[
− ∂xP(Ω)

1
ρΠA

∂xP(Ω) + P(Ω)
Πsf

ρΠSΠA
P(Ω) + m0x

1
ρΠA

m0x − M0

Πsf

Πsf

ρΠSΠA

M0

Πsf

]
dx,

(33)

となり、これに対して (14)の極限操作を行う。結果として、Alfvén連続スペクトル ω ∈ σA の波の

作用は

µ(ω) =
∫ x2

x1

π2

2ρωA

[
δ(ω − kv‖ − ωA) − δ(ω − kv‖ + ωA)

] k2b2
⊥

b2

(
|p̂(ω)|2 + |p̂†(ω)|2

)
dx (34)

という比較的シンプルな形で書ける。同様の手続きを遅い (slow)連続スペクトル ω ∈ σS に対しても

行うと、こちらは

µ(ω) =
∫ x2

x1

π2

2ρωA

[
δ(ω − kv‖ − ωS) − δ(ω − kv‖ + ωS)

] k2b2
‖c

2
s

b2(b2 + c2
s)
(
|p̂(ω)|2 + |p̂†(ω)|2

)
dx (35)

となる。ただし、

πp̂(ω) =
1
2
[P(ω + i0) − P(ω − i0)], (36)

πp̂†(ω) =
1
2
[P(ω + i0) + P(ω − i0)] − M0(ω)

Πsf (x, ω)
, (37)
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と定義してあり、どちらも連続関数である (†は Hilbert変換に相当する)。積分はデルタ関数 δ(·)を
含むためただちに実行できるが、表記としては少々煩雑になるのでそのままにしてある。µ(ω)の符
号は以下のように非常に明確である。ある x = x0 の面 (i.e. 磁気面)には、

ω = {kv‖(x0) ± ωA(x0), kv‖(x0) ± ωS(x0)} (38)

という四つの周波数の波が局在しており、この内、「流れによるドップラー効果を差し引いた周波数」

ω − kv‖(x0)、が |ωA(x0)|と |ωS(x0)|であるものは正の作用 µ(ω) > 0を、−|ωA(x0)|と −|ωS(x0)|
であるものは負の作用 µ(ω) < 0をもつことがわかる。波のエネルギーは ωµ(ω)なので、流れが存在
しなければ確かに四つとも正エネルギーをもつ。

4 まとめと今後の展望

線形摂動のエネルギーをハミルトン力学に基づいて厳密に議論するためには、その摂動が保存則

を破らないようなもの (運動学的に到達可能)である必要があり、そうでないような摂動 (例えば全質
量を増減させるような摂動や磁力線のトポロジーを変えてしまうような摂動)に対しては、さらなる
難しい摂動論 (KAM理論など)を要すると思われる。ただし、理想MHDにおいてよく知られた波
や不安定モードはすべて運動学的に到達可能、すなわちプラズマの微少変位 ξによって記述できる

ようなものばかりであり、まずはそれらが流れ場中でどのように振る舞うかを理解することが先決で

あろう。

摂動に対するこのような前提のもとで、「波のエネルギー」は常に「振動数」と「波の作用」の積

の形で表される。本稿では、1次元MHD平衡において、点&連続スペクトルに対応する波のエネル
ギー及び作用を具体的に定式化した。流れをもつ MHD平衡においては、負のエネルギーをもつ摂
動が不安定であるとは限らず、正と負の作用をもつ波同士の相互作用を詳細に見る必要がある。よっ

て、波の作用の符号は特に重要であるが、(27)や (34),(35)によってその絶対値を求めることも様々
な局面で有用と思われる。波の作用はそのモードにとって断熱不変量であり、仮に平衡場がゆっくり

と時間変化し、波の振幅や振動数が変わったとしても (27)や (34),(35)は一定量であり続ける。従っ
て、波と平均場の相互作用や、モードの非線形時間発展の近似解法などに今後応用できるのではない

かと考えられる。

流れをもつプラズマの不安定性を見つけるには固有値問題を数値計算によって解くのが直接的で

はあるが、このようにハミルトン力学的な観点から解釈を与えておくことは、より複雑な問題を考え

る際の重要な手掛かりとなるであろう。

参考文献

[1] I. B. Bernstein, E. A. Frieman, M. D. Kruskal and R. M. Kulsrud, Proc. Roy. Soc. London
A244, 17 (1958).

[2] E. Frieman and M. Rotenberg, Rev. Mod. Phys. 32, 898 (1960).

[3] R. A. Cairns, J. Fluid Mech., 92, 1 (1979).

[4] R. S. MacKay and P. G. Saffman, Proc. R. Soc. Lond. A 406, 115 (1986).

[5] Y. Fukumoto, J. Fluid Mech. 493, 287 (2003)

[6] M. G. Krein, Dokl. Akad. Nauk SSSR A 73, 445 (1950).

[7] J. K. Moser, Comm. Pure Appl. Math. 11, 81 (1958).

6



[8] M. Hirota & Y. Fukumoto, Energy of hydrodynamic and magnetohydrodynamic waves
with point and continuous spectra, submitted to J. Math. Phys. (MHF Preprint Series
http://www.math.kyushu-u.ac.jp/coe/report/)

[9] N. J. Balmforth & P. Morrison, Hamiltonian description of shear flow. In Large-Scale
Atmosphere-Ocean Dynamics 2: Geometric Methods and Models. Eds. J. Norbury & I. Roul-
stone, Cambridge University Press (2002).

[10] V. Arnold, Annales de l’Institut Fourier, XVI, no. 1, 319 (1966).

[11] V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer, Berlin (1978).

[12] P. J. Morrison, J. M. Greene, Phys. Rev. Lett., 45, 790 (1980).

[13] J. E. Marsden, T. Ratiu and A. Weinstein, Trans. Am. Math. Soc., 281, 147 (1984).

[14] P. J. Morrison, Rev. Mod. Phys. 70, 467 (1998).

[15] E. Hameiri, Phys. Plasmas 10, 2643 (2003).

[16] V. I. Arnold and B. A. Khesin, Topological Methods in Hydrodynamics. Springer, New York
(1998).

[17] P. G. Drazin and W. H. Reid, Hydrodynamic stability, (Cambridge Univ., Cambridge, 1981).

[18] V. F. Kop’ev & S. A. Chernyshev, Physics-Uspekhi. 43(7), 663 (2000).
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High-� axisymmetric equilibria with �ow in reduced single-�uid and
two-�uid models�
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Reduced single-�uid and two-�uid equations for axisymmetric toroidal equilibria of high-� plasmas
with �ow are derived by using asymptotic expansions in terms of the inverse aspect ratio. Two
di¤erent orderings for the �ow velocity, comparable to the poloidal Alfvén velocity and comparable
to the poloidal sound velocity, are considered. For a poloidal-Alfvénic �ow, the two-�uid equilibrium
equations with hot ion e¤ects are shown to have a singularity that is shifted by the gyroviscous
cancellation from the Alfvén singularity found in single-�uid magnetohydrodynamics (MHD) when
the poloidal �ow velocity equals the poloidal Alfvén velocity. For a poloidal-sonic �ow, a reduced
single-�uid model is used to derive a set of equilibrium equations that includes higher-order terms.
The singularity at a poloidal �ow velocity equal to the poloidal sound velocity is recovered in the
higher order equations.

I. INTRODUCTION

In improved con�nement modes of magnetically con�ned plasmas where high-� is achieved, equilibrium
�ows play important roles like the suppression of instability and turbulent transport. At the sharp
boundary of well-con�ned region, the scale lengths characteristic of microscopic e¤ects not included in
single-�uid magnetohydrodynamics (MHD) cannot be neglected. Small scale e¤ects on �owing equilibria
due to the Hall current have been studied with two-�uid or Hall MHD models [1�4]. However, these
models are consistent with kinetic theory only for cold ions. In order to include the hot ion e¤ects that
are relevant to fusion plasmas, an extension of the model is necessary. A consistent treatment of hot
ions in a two-�uid framework must include the ion gyroviscosity and other �nite Larmor radius (FLR)
e¤ects. In the �uid formalism of collisionless magnetized plasmas, these e¤ects are incorporated by means
of asymptotic expansions in terms of the small parameter � � �i=a, where �i is the ion Larmor radius
and a is the macroscopic scale length. With a slow dynamics ordering, v � �vth where v and vth are
the �ow and thermal velocities respectively, the ion FLR terms [5, 6] are much simpli�ed in the reduced
models for large-aspect-ratio, high-� tokamaks [7, 8] after relating � to the inverse aspect ratio expansion
parameter " � a=R0 � 1, where a and R0 are the characteristic scale lengths of the minor and major
radii respectively.[9, 10].
In this paper, we derive reduced sets of equations for axisymmetric equilibria with �ow. We shall

study �ow velocities in the orders of the poloidal Alfvén and the poloidal sound velocities. These are the
characteristic velocities that bring singularities in the equilibrium equations. The poloidal-Alfvénic �ow
is of interest because the equations for axisymmetric equilibria in single-�uid MHD have a singularity
when the poloidal �ow velocity is equal to the poloidal Alfvén velocity, the so-called Alfvén singularity
[3, 11]. This can be described by the reduced model with the relation �2 � � [9, 10]. The poloidal-sonic
�ow is of interest because the equilibria show a discontinuity at the point where the poloidal �ow velocity
crosses the poloidal sound velocity[12, 13]. This can be described by the reduced model with the relation
� � �. While the poloidal-Alfvénic �ow analysis follows the standard orderings of reduced MHD for
high-� tokamaks, the poloidal-sonic �ow analysis does not and higher-order terms must be taken into
account. Since the formulation of higher-order equations is involved, here we restrict our analysis of the
poloidal-sonic �ow to the single-�uid case, planning to extend our present results with the inclusion of
two-�uid, hot ion e¤ects in future work.
This paper is organized as follows. In Sec. II, we introduce the basic steady state equations for two-�uid

MHD with hot ion e¤ects, and the orderings for the reduced models. In Sec. III, we derive the equations
for equilibria with �ow velocity comparable to the poloidal Alfvén velocity in a model with two-�uid
and hot ion e¤ects, and discuss the modi�cation of the Alfvén singularity by these e¤ects. In Sec. IV,
we derive the asymptotic equations for equilibria with �ow velocity comparable to the poloidal sound
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velocity in a single �uid model, to be extended to a two-�uid model with ion FLR in future work. A
summary is given in Sec. V.

II. BASIC EQUATIONS

The equations for two-�uid collisionless equilibria to be considered in this work are

r � (nv) = 0; (1)

r�E = 0; (2)

minv � rv = j�B�r (pi + pe)� �ir ��gvi ; (3)

E+ v �B = (�e=ne) (j�B�rpe) ; (4)

�0j = r�B (5)

v � rpi + 
pir � v + (2=5)�i (
r � qi) = 0; (6)

(v � �ej=ne) � rpe + 
per � (v � �ej=ne) + (2=5)�e (
r � qe) = 0; (7)

where mi is the ion mass, n is the density, v is the ion �ow velocity, E and B are the electric and magnetic
�elds, j is the current density, pi and pe are the ion and electron pressures, �

gv
i is the ion gyroviscous

tensor, qi and qe are the ion and electron heat �uxes respectively, and 
 = 5=3. The diagonal components
of the pressure tensors are assumed to be isotropic. The electron mass me � 0 is neglected. The electron
gyroviscosity is also neglected since �e � �i. We have introduced the arti�cial indices �i and �e that
label the two-�uid, non-ideal terms in the ion and electron equations respectively: (�i; �e) = (0; 0) for
single-�uid (ideal) MHD, (0; 1) for two-�uid MHD with electron diamagnetic e¤ects but zero ion Larmor
radius (Hall MHD) and (1; 1) for two-�uids with �nite ion Larmor radius. The divergence of the ion
�ow velocity is obtained from the projection of Faraday�s law (2) along B and the substitution of the
generalized Ohm�s law (4),

B2(r � v) + v � rB2 � v � [B� (r�B)]�B � r(v �B)�B �
�
r
�
�e
ne

�
�rpe +B

�
j � r

�
�e
ne

���
+B � j

�
B � r

�
�e
ne

��
+
�e
ne
r � [(j�B)�B] = 0 (8)

Here we shall consider the corresponding toroidal axisymmetric equilibria, where, in cylindrical coordi-
nates (R;';Z), the magnetic �eld B and the current density j can be written as

B = r (R;Z)�r'+ I(R;Z)r' (9)

�0j = rI �r'��� r'; (10)

where  is the poloidal magnetic �ux and �� � R2r� [R�2r]. The projection of the momentum balance
equation (3) along r , B and Bp yields

�0R
2r � (minv � rv + �ir ��gvi ) + jr j2�� + Ir � rI + �0R2r � r(pi + pe) = 0; (11)

B � (minv � rv + �ir ��gvi ) + fpi + pe;  g = 0; (12)

(r �r') � (minv � rv + �ir ��gvi ) + fpi + pe;  g+ (I=�0R2)fI;  g = 0; (13)

where fa; bg � (ra�rb) � r'.



The asymptotic expansion is de�ned in terms of the inverse aspect ratio " � a=R0 � 1 where a and
R0 are the characteristic scale lengths of the minor and major radii respectively. The following high-�
tokamak orderings for compressible reduced MHD are applied,

Bp � "B0; pi � pe � "
�
B20=�0

�
; jrj � 1=a: (14)

The variables are expanded as

 =  1 +  2 +  3 + : : : ;

I = I0 + I1 + I2 + I3 + : : : ;

pi = pi1 + pi2 + pi3 + : : : ;

pe = pe1 + pe2 + pe3 + : : : ;

n = n0 + n1 + : : : ;

R = R0 + x;

where I0 � B0R0. We assume the slow dynamics ordering,

v � �vthi; (15)

minv
2 � k�gvi k � �2pi;e; (16)

qi � vpi;e � �vthipi;e: (17)

The leading order of Eq. (11) yields

pi1 + pe1 +
B0
�0R0

I1 = const: (18)

III. REDUCED TWO-FLUID EQUILIBRIA WITH POLOIDAL-ALFVÉNIC FLOW

Here, we consider the case of poloidal-Alfvénic �ow v � VAp � Bp=(�0min)
1=2,

minv
2 � k�gvi k � "p � "2B20=�0; (19)

and we assume

v � j/ne � rp/neB0: (20)

This requires second-order accuracy in the total energy. However, while second-order accuracy is needed
in the sum of the pressures plus the magnetic energy, it follows from Eqs. (11)-(13) that the pressures
and the magnetic energy by themselves are required only in the �rst-order. The ion gyroviscous force
and heat �uxes are needed only their leading orders [5, 6],

r ��gvi ' � mi

eB0
(R0r'�rpi1) � rv �r

�
�v + �q

�
; (21)

qi ' qi? '
5

2

1

eB2
B�

h
pir

�pi
n

�i
; (22)

qe ' qe? ' �
5

2

1

eB2
B�

h
per

�pe
n

�i
; (23)

where qi? and qe? are the ion and electron diamagnetic perpendicular heat �uxes respectively and their
divergences are

r � qi '
5

2

pi1R0
eB0

fn�10 ; pi1g; (24)

r � qe ' �
5

2

pe1R0
eB0

fn�10 ; pe1g: (25)



The speci�c forms of �v and �q are found in Ref. [6] but are not needed in the present study. From
Faraday�s law (2), we obtain

E � �r�; (26)

and expand � as

� = �1 + : : :

The generalized Ohm�s law (4) is rewritten as

E+ v �B = �e
ne
(rpi +minv � rv + �ir ��gvi ) : (27)

The ion �ow velocity v is de�ned from the leading order of Eq. (27) as

v � vE + �evdi + vkR0r'; (28)

vE ' �B�10 r�1 � (R0r') ; vdi ' �
1

eB0n0
rpi1 � (R0r') ; (29)

and its divergence is obtained from Eq. (8) using Eq. (18) as

r � v ' ��eR0
eB0

fn�10 ; pi1g: (30)

The leading order of the equation for continuity (1) is

�(R0=B0)fn0; �1g = 0; (31)

which yields

n0 = n0(�1): (32)

Substituting Eqs. (24), (30) and (32) to Eq. (6), we obtain the leading order pressure equation

R0
B0

�
1 + (�e � �i)

n00(�1)
pi1
2eB0n20

�
fpi1; �1g = 0; (33)

which yields

pi1 = pi1(�1): (34)

From Eqs. (10) and (18), we get

�0j ' �r
�
�0R0
B0

(pi1 + pe1)

�
�r'��� r': (35)

Then, substituting Eqs. (25) and (35), the electron pressure equation (7) gives

pe1 = pe1(�1); (36)

The leading order of the B-component of generalized Ohm�s law (4) is

�f�1;  1g+
�e
n0e

fpe1;  1g = 0: (37)

Substituting Eq. (36) into Eq. (37), we obtain

�
�
1� �ep

0
e(�1)

en0

�
f�1;  1g = 0; (38)

which yields

�1 = �1( 1): (39)



Thus, we get

n0 = n0( 1); pi1 = pi1( 1); pe1 = pe1( 1); I1 = I1( 1): (40)

The convective derivative is written as

v � rv ' 1

B20

�
�01 +

�ep
0
i1

en0

�2 �
r
�
jr 1j2
2

�
��2 1r 1

�
� R20
B0

�
�01 +

�ep
0
i1

en0

�
fvk;  1gr'; (41)

where

�2 �
�
@2

@R2
+

@2

@Z2

�
:

The projections of the gyroviscous force (21) along r , r' and r �r' are

r � (r ��gvi ) ' �
mip

0
i1

eB20

�
�01 +

�ep
0
i1

en0

��
r 1 � r

�
jr 1j2
2

�
��2 1jr 1j2

�
�r 1 � r(�v + �q); (42)

B � (r ��gvi ) ' min0R0
p0i1
en0

fvk;  1g; (43)

(r �r') � (r ��gvi ) '
�
�mip

0
i1

eB20

�
�01 +

�ep
0
i1

en0

�
jr 1j2
2

+ �v + �q;  1

�
: (44)

The components of the sum of the convective derivative and the gyroviscous force are

r � (minv � rv + �ir ��gvi )

'� min0
B20

�
�01 + (�e � �i)

p0i1
en0

��
�01 +

�ep
0
i1

en0

��
jr 1j2�2 1 �r 1 � r

�
jr 1j2
2

��
� �ir 1 � r(�v + �q); (45)

B � (minv � rv + �ir ��gvi ) ' �min0R0

�
�01 + (�e � �i)

p0i1
en0

�
fvk;  1g; (46)

(r �r') � (minv � rv + �ir ��gvi ) (47)

'
�
min0
B20

�
�01 + (�e � �i)

p0i1
en0

��
�01 +

�ep
0
i1

en0

�
jr 1j2
2

� �i(�v + �q);  1
�
: (48)

In the �rst square brackets of Eqs. (45) - (47), the contribution of ion diamagnetic drift disappears when
(�i; �e) = (1; 1). This is due to the �nite Larmor e¤ect on the convective terms, known as the gyroviscous
cancellation [14]. Substituting Eqs. (45) - (47) into Eqs. (11) - (13), we obtain the �rst-order equations
for momentum balance as

jr 1j
2
�2 1 + 2�0R0xr 1 � r(pi1 + pe1) + I1r 1 � rI1 + �0R20r 1 � r

�
pi2 + pe2 +

B0
�0R0

I2

�
� �0R20min0

�
�01 + (�e � �i)

p0i1
en0

��
�01 +

�ep
0
i1

en0

��
jr 1j2�2 1 �r 1 � r

�
jr 1j2
2

��
� �i�0R20r 1 � r(�v + �q) = 0; (49)

�min0

�
�01 + (�e � �i)

p0i1
en0

�
fvk;  1g = 0; (50)

pi2 + pe2 +
B0
�0R0

I2 +
min0
B20

�
�01 +

(�e � �i)p0i1
en0

��
�01 +

�ep
0
i1

en0

�
jr 1j2
2

� �i(�v + �q) � g�( 1): (51)



Equation (12) yields

vk = vk( 1): (52)

Substituting Eq. (51) to Eq. (49), we get the reduced Grad-Shafranov (GS) equation in the presence of
�ow, two-�uid and ion FLR e¤ects,�

1�MAp

�
MAp � �i

Vdi
VAp

��
�2 1 �

jr 1j
2

2

�
MAp

�
MAp � �i

Vdi
VAp

��0
= ��0R20

�
2x

R0
(pi1 + pe1)

0
+ g0�

�
�
�
I21
2

�0
; (53)

where

MAp �
VE + �eVdi

VAp
; (54)

is the poloidal Alfvén Mach number and

VE
VAp

� �p�0min0
R0�

0
1

B0
;

Vdi
VAp

� �p�0min0
R0p

0
i1

en0B0
: (55)

Equation (53) has a singularity where the �rst term of the left-hand side vanishes,

1�MAp

�
MAp � �i

Vdi
VAp

�
= 0; (56)

or

V 2Ap � (VE + �eVdi)[VE + (�e � �i)Vdi] = 0: (57)

For single �uid MHD, (�i; �e) = (0; 0), it is the Alfvén singularity that occurs when the poloidal �ow
velocity is equal to the poloidal Alfvén velocity,

M2
AP = 1: (58)

For two-�uid MHD without ion FLR, (�i; �e) = (0; 1), the condition is the same as Eq. (58) even though
the two-�uid e¤ects bring the ion diamagnetic drift into the de�nition of the poloidal �ow. For the two-
�uid model with ion FLR, (�i; �e) = (1; 1), the singularity is shifted from the poloidal Alfvén velocity,

MAp =
1

2

�
Vdi/VAp �

q
4 + (Vdi/VAp)

2

�
: (59)

From Eq. (57), this shift is understood as the e¤ect of the gyroviscous cancellation on �owing equilibria.
It is noted that the present model does not reproduce the resolution of the Alfvén singularity, Eq. (58),

by the Hall current as in non-reduced two-�uid models with (�i; �e) = (0; 1) [3]. This di¤erence arises
because the convective term in the ion momentum balance equation (27) is neglected in the leading
order. This convective term involves the second order derivative of the ion stream function and leads to
an equilibrium system of two coupled generalized GS equations for the ion �ow stream function and  ,
which does not have the Alfvén singularity [1, 3, 4, 15]. In order to describe the singular perturbation
due to the Hall current in reduced models, the local region in the vicinity of the Alfvén singularity should
be separately analysed by relaxing the ordering Bp � "B0 and connected to the bulk region described by
Eq. (53). Equation (59) speci�es the region where the singular perturbation analysis is necessary in the
FLR two-�uid model.

IV. REDUCED SINGLE-FLUID EQUILIBRIA WITH POLOIDAL-SONIC FLOW

This section will deal with single-�uid equilibria, (�i; �e) = (0; 0), with the �ow velocity in the order
of the poloidal sound speed v � Csp � (Bp=B0)(
p=nmi)

1=2,

minv
2 � "2p � "3

�
B20=�0

�
:



This requires a third-order accuracy for the total energy like the reduced MHD equations for �nite aspect
ratio tokamaks [8]. However, like in the previous section, the pressures and the magnetic energy by
themselves are required only up to the second order. From Eqs. (6) and (7), the total pressure p = pi+pe
is given by the adiabatic pressure equation,

v � rp+ 
pr � v = 0: (60)

The fast magnetosonic wave is eliminated from the reduced equations for equilibria, while the shear
Alfvén and the slow magnetosonic waves are retained, by assuming

r � v � "v=a: (61)

From the requirements Eq. (61) and v � rp � "2(B20=�0)(v=a) that is determined from Eq. (60) and
satis�ed by Eq. (8), the �ow velocity v can be written as [8]

v � (1 + x/R0)rU � (B/B) + vk (B/B)
� vp + v'Rr'; (62)

vp �
�
vk

B
r +

�
1 +

x

R0

�
I

B
rU

�
�r'; (63)

v'R �
Ivk

B
�
�
1 +

x

R0

�
r � rU

B
: (64)

The convective derivative terms are written as

r
�
v2

2

�
=
1

2
r
(�

1 +
x

R0

�2 "
jrU j2 �

�
B

B
� rU

�2#
+ v2k

)
; (65)

v � (r� v) =
�
r
�
I

B
vk �

�
1 +

x

R0

�
r � rU

B

�
�r'

�
�
�
vk

B
r +

�
1 +

x

R0

�
I

B
rU

�
r'

+
1

R2

�
vk

B
�� +

�
1 +

x

R0

�
I

B
��U +r

�vk
B

�
� r 

+r
��
1 +

x

R0

�
I

B

�
� rU

��
vk

B
r +

�
1 +

x

R0

�
I

B
rU

�
+

1

2R2
r
�
I

B
vk �

�
1 +

x

R0

�
r � rU

B

�2
: (66)

The function U is expanded as

U = U1 + U2 + : : :

In the leading order, the �ow velocity v is written in the standard representation for incompressible �ow

v = R0(rU1 �r'+ vkr') (67)

The leading order of the '-component of Ohm�s law (4) yields

U1 = U1 ( 1) ; (68)

and its next order is

R0(fU2;  1g+ fU1;  2g) = 0; (69)

which yields

U2 � U 01 2 � U2� ( 1) ; (70)



where the prime denotes the derivative with respect to  1. The lowest order of r � v is obtained from
the projection of Faraday�s law (2) along B as

r � v '
�
vk

B0
+ 2xU 01;  1

�
: (71)

The second second term in the bracket of Eq. (71) represents the compressibility of the perpendicular
(E�B) �ow v? due to toroidicity, that may give rise to the geodesic acoustic mode (GAM) [16],

r � v? = B�4(E�B) � rB2: (72)

The leading order of the pressure equation (60) is

R0U
0
1fp1;  1g = 0 (73)

which yields

p1 = p1( 1); (74)

and the next order is

R0(fp2; U1g+ fp1; U2g) = �
p1(r � v): (75)

Substituting Eq. (71) into Eq. (75), one obtains the equation for the second order pressure,

p2 � p01 2 + 
p1
�

vk

B0R0U 01
+
2x

R0

�
� p2� ( 1) : (76)

Analogously, the continuity equation (1) gives the equations for the zeroth- and �rst-order density,

n0 = n0( 1); (77)

n1 � n00 2 +
n0vk

B0R0U 01
+
2x

R0
n0 � n� ( 1) : (78)

The �rst order of Eq. (12) is

fmin0B0R0vk; U1g+ fp2;  1g+ fp1;  2g = 0 (79)

which yields the equation for vk,

B0R0min0U
0
1vk + p2 � p01 2 � p3� ( 1) ; (80)

which is the Bernoulli law in the present system. Equations (76), (78) and (80) indicate the coupling of
vk, p2 and n1 due to the slow magnetosonic wave which is lost in the cold (p1 ! 0) or incompressible
(
 !1) limits, and yield

vk = �
(2x=R0)
p1 � (p2� � p3�)
(�1 �M2

Ap)(B
2
0=�0)

MApvA; (81)

p2 = p01 2 +
(2x=R0)M

2
Ap
p1

�1 �M2
Ap

�
M2
App2� � �1p3�
�1 �M2

Ap

; (82)

n1 = n00 2 + n� +
(2x=R0)M

2
Ap

�1 �M2
Ap

n0 �
p2� � p3�

(�1 �M2
Ap)(B

2
0=�0)

�0; (83)

where �1 � 
p1=(B
2
0=�0) and MAp ( 1) � vp=VAp � (�0min0)

1=2R0U
0
1 is the poloidal Alfvén Mach

number. The singularity appears when �1 = M2
Ap, i.e. when the poloidal �ow velocity equals to the

poloidal sound velocity. The �rst and second orders of Eq. (11) are

jr 1j
2
�2 1 + 2�0R0xr 1 � rp1 + I1r 1 � rI1 + �0R20r 1 � rp2 +B0R0r 1 � rI2 = 0; (84)



and

jr 1j
2

�
�2 2 �

1

R

@ 1
@R

�
+ 2 (r 1 � r 2)�2 1 + �0x2r 1 � rp1 +r 2 � r

�
I21=2

�
+r 2 � r

�
�0R

2
0p2 +B0R0I2

�
+ 2�0R0x (r 2 � rp1 +r 1 � rp2)

+r 1 � r
�
�0R

2
0p3 +R0B0I3 + I1I2

�
� �0min0R

2
0 (r 1 � rU1)�2U1

+ �0min0R
2
0r 1 � r

�
jrU1j2=2

�
= 0: (85)

The �rst order of Eq. (13) yields

p2 +
B0
�0R0

I2 � g� ( 1) ; (86)

and the second order yields

p3 +
B0I3
�0R0

+
I1

�0R
2
0

(I2 � I 01 2) +min0U
02
1

jr 1j
2

2
+

�
x

R0

�2 2M2
Ap
p1

�1 �M2
Ap

� g0� 2 � E� ( 1) : (87)

Substituting Eqs. (86) and (87) into Eqs. (84) and (85), we obtain the expanded GS equation in the
presence of poloidal-sonic �ow,

�2 1 = ��0R20
�
2x

R0
p01 + g

0
�

�
�
�
I21
2

�0
; (88)

�2 2 +

"
�0R

2
0

�
2x

R0
p001 + g

00
�

�
+

�
I21
2

�00#
 2

=
1

R

@ 1
@R

+M2
Ap�2 1 +

jr 1j
2

2

�
M2
Ap

�0
� �0R20

"
E0� +

�
x

R0

�2
p01 +

�
x

R0

�2 2M2
Ap
p1

�1 �M2
Ap

!0
� 2x

R0

 
M2
App2� � �1p3�
�1 �M2

Ap

!0#
: (89)

The equation for  1 (88) is same as for the static case while the equation for  2 (89) is modi�ed by the
�ow and has the singularity. In the cylindrical limit x=R0 ! 0, the singularity can be removed when

p2� = p3� � f� ( 1) 
p1 ( 1) ; �� ( 1) � f� ( 1) �0 ( 1) ;

and

f� ( 1) = f� [U1 ( 1)] and f� [U1 = 0] = 0:

Then, the equations for vk, p2, �1 and  2 are rewritten as

vk = �
�
2x

R0

�
�1MApvA
�1 �M2

Ap

; (90)

p2 = p01 2 �
(f� � 2x/R0)M2

Ap � f��1
�1 �M2

Ap


p1; (91)

�1 = �00 2 �
(f� � 2x/R0)M2

Ap � f��1
�1 �M2

Ap

�0; (92)

�2 2 +

"
�0R

2
0

�
2x

R0
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00
�

�
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�
I21
2

�00#
 2

=
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R
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@R

+M2
Ap�2 1 +

jr 1j
2

2

�
M2
Ap

�0
� �0R20

"
E0� +

�
x

R0

�2
p01 �

2x

R0
(f�
p1)

0
+

�
x

R0

�2 2M2
Ap
p1

�1 �M2
Ap

!0#
: (93)



Comparing with the analysis of the transonic �ow for low-� tokamaks [13, 17], the singularity at the
poloidal �ow velocity equal to poloidal sound velocity in the density and pressure and its dependence on
toroidicity have been reproduced as higher-order e¤ects and the singularity in the higher order magnetic
structure has been found in the present study. However, in order to reproduce the radial discontinuity
of the density and the pressure found in the low-� analysis [13], a local analysis in the vicinity of
the singularity where �1 �M2

Ap � "M2
Ap may be necessary. Finally, we note that the hyperbolic region

between the cusp velocity and the poloidal velocity of the slow magnetosonic wave pointed out in Ref. [18]
degenerates to the singularity in our present ordering, because the di¤erence between its upper and lower
bounds becomes of higher order.

V. SUMMARY

We have derived the equations for high-� axisymmetric equilibria with �ow comparable to the poloidal
Alfvén velocity in the reduced two-�uid model with FLR and �ow comparable to the poloidal sound
velocity in the single-�uid model, by using asymptotic expansions in terms of the inverse aspect ratio.
We have shown that the Alfvén singularity singularity is shifted by the gyroviscous cancellation. The
singularity at the poloidal �ow velocity equal to the poloidal sound velocity in the density and pressure
and its dependence on toroidicity have been reproduced by our higher-order terms and the singularity
in the higher-order magnetic structure has been found. The reduced single-�uid equations for equilibria
with poloidal-sonic �ow include higher-order quantities and hence can describe �nite-aspect-ratio tokamak
equilibria. The resulting equations can be easily solved numerically to yield �owing equilibria without
singularity and their solutions can be used as initial states or for comparison with saturated states of
reduced model nonlinear simulations.
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磁気降着円盤の時間変動と状態遷移 

松元亮治 (千葉大学理学研究科) 
 

ABSTRACT 
降着円盤は 1/f ノイズ的変動、準周期振動、状態遷移等、様々なタイムスケールの時間 

変動を示す。これらの時間変動は降着円盤の角運動量輸送率、中心天体の質量、スピン 

などを推定する手がかりを与えてくれる。円盤全体を計算領域に含めた大局的３次元 

磁気流体シミュレーションによってこれらの時間変動を再現した結果を報告する。 
 

１．はじめに 

 

物質が回転しながら天体に降着する際に形成される降着円盤は X線連星、原始星、活動銀河中心核な

どで観測される様々な活動現象を駆動していると考えられている。エネルギー源は降着物質が解放する

重力エネルギーである。降着物質が中心天体に向けて落下し、重力エネルギーを解放するためには角運

動量を失う必要がある。降着天体の活動性を説明するために必要な角運動量輸送がどのようにして生じ

ているのかは長年謎だった。降着円盤理論のブレークスルーになったのは、弱い磁場を持つ差動回転プ

ラズマ中で成長する磁気回転不安定性(Magneto-Rotational Instability: MRI)の重要性が Balbus and 

Hawley (1991)によって指摘されたことである。円盤の一部を取り出した局所３次元磁気流体シミュレ

ーション（Hawley et al. 1995）、円盤全体を計算領域に含めた大局的３次元磁気流体シミュレーショ

ン（Matsumoto 1999）の結果、磁気回転不安定性の非線形成長によって磁気乱流が生成、維持され、マ

クスウェルストレスとガス圧の比α（従来の降着円盤理論にあらわれる角運動量輸送パラメータに相

当）に換算してα=0.01-0.1 の輸送率が得られることが明らかになった。また、円盤内部の磁場の強さ

がβ=Pgas/Pmag=10 程度に維持されることもわかった（e.g., Machida et al. 2000）。 

 

図１に降着円盤における磁気流体現象の模式図を示す。円盤内部で強められた磁場は円盤表面にルー

プ状に浮上する。磁気ループは両端をアンカーしている円盤の回転角速度の差によって捻られて膨張す

る。この膨張する磁気ループ中に電流シートが形成され、蓄積された磁気エネルギーが磁気リコネクシ

ョンによって解放されてフレアを起こす。外側の磁気ループはさらに膨張を続け、円盤を貫く大局的な

ポロイダル磁場（降着円盤理論では回転軸を含む面をポロイダル面と定義する）を作る。この磁力線に

沿って円盤プラズマが加速されて降着円盤風が噴出する。その一部が回転軸方向に収束（コリメート）

し、ジェットとなる。図２に、以上の過程を再現した大局的な 3次元磁気流体シミュレーション結果を

示す（Kato et al. 2004）。 

 

核融合プラズマと降着円盤の最大の違いは中心天体の重力にある。降着円盤では円盤プラズマが角運

動量の一部を失うと中心天体の重力によって落下する。落下の際に角運動量が一定に保たれていれば、

プラズマの角速度は重力中心からの動径半径の２乗に反比例して増大する。このため回転角速度はむし

ろ速くなる。円盤プラズマは、重力と遠心力、圧力勾配力のつりあいによって保持される。磁場はプラ

ズマ保持にとって本質的ではなく、磁気圧がプラズマ圧より小さくても降着円盤は力学的平衡状態を維

持することができる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

During an outburst of black hole candidates (BHCs), they s 

 

 

 

 

２．降着天体の時間変動 
図２：降着円盤の3次元MHDシミュレーション結果 

(Kato et al. 2004)。実線は磁力線。 

図１：降着円盤における磁気流体過程の模式図。 



２．降着天体の時間変動 

 

２．１ 1/f ノイズ的変動 

 

降着天体はさまざまな時間変動を示す。図３はブラックホール候補天体 Cyg X-1 の X 線光度曲線であ

る(Negoro 1995)。横軸は時刻、たて軸は X線強度をあらわす。X線強度がミリセカンドの時間スケール

で変化していることがわかる。この観測結果は X 線放射領域のサイズが数百 km 程度しかないことを示

唆している。図４に Cyg X-1 の時間変動のパワースペクトルを示す。振動数が 0.1Hz と 1Hz 付近にパワ

ースペクトルの折れ曲がりが見られる。1Hz より振動数の高い成分は 1/f ノイズ的な時間変動を示す。

振動周期が 1秒より長い成分は図３において数秒間隔で発生している鋭いピークに対応している。これ

らは X線ショットと呼ばれる。 

 

自然界に見られる 1/f 揺らぎの成因を説明するため Bak ら

(1987) は砂山モデルとして知られるセルオートマトンモデル

を提唱した。砂山に砂粒を落としていくと時々、雪崩が発生す

る。この過程をモデル化するため、空間を格子に分割し、各セ

ルと周囲のセルの高さの差が臨界値を越えるとそのセルから周

囲のセルに砂粒を移動するという簡単な規則でシミュレーションを行った結果、雪崩で動いた砂粒の数

（雪崩れの規模）とその頻度の分布が 1/f ノイズ的になることがわかった。砂山の傾きは雪崩を起こす

臨界値付近に自動的に落ち着く。このようなモデルは自己組織臨界（Self-organized Criticality：SOC）

モデルと呼ばれる。Lu and Hamilton (1991)は SOC モデルを太陽フレアの分布に適用した。砂粒に相当

するのはプラズマ運動に伴って蓄積される磁気エネルギーであり、磁気エネルギー解放現象であるフレ

アが雪崩に対応する。Mineshige et al. (1994) は、SOC モデルを降着円盤に適用することにより降着

天体で観測される 1/f ノイズ変動を説明した。 

 

２．２ 準周期振動（Quasi-Periodic Oscillation: QPO） 

 

電波パルサーや X線パルサーから放射される電磁波には中性子星の回転に起因する正確な周期性が見

られ、時間変動のパワースペクトルには鋭いピークがあらわれる。このような鋭いピークを持たない準

周期的な時間変動がまず X線連星中の中性子星で、つ

いでブラックホール候補天体でみつかった。図５にブ

ラックホール候補 GX339-4 の時間変動のパワースペ

クトルを示す。5Hz付近に広がったピークがみられる。

こ の よ う な 準 周 期 的 変 動 （ Quasi-Periodic 

Oscillation）は QPO と呼ばれている。ブラックホー

ル候補天体では 5Hz 程度と 100Hz 程度の２種類の QPO

が観測されることがあり、前者を Low-frequency QPO、

後者を High-frequency QPO と呼んでいる。高振動数

QPO では 2:3 の振動数比のふたつの QPO が観測される

ことが多い。ブラックホール候補天体における高振動

数 QPO の成因として降着円盤の振動が有望視されて

いる。その振動数はブラックホールの質量、スピンに

依存するため QPO の成因を理解することにより、ブラ

ックホールの質量、スピンを推定する手段を手にする

ことができる。 

 

 

図３：ブラックホール候補天体 Cyg X-1 の X 線強度変動 

(Negoro 1995)。横軸は時刻、縦軸は X線強度。 

図４：Cyg X-1 の時間変動パ

ワースペクトル。 

図５：ブラックホール候補天体GX339-4 の時間

変動のパワースペクトル（McClintock and 

Remillard 2004） 

0.01 0.1 1 10 100 Hz 



３．ブラックホール降着円盤の大局的 3次元磁気流体シミュレーション 

 

３．１ 降着円盤の形成 

 

 図６にブラックホール降着円盤形成の 3 次元磁気流体シミュレーション結果を示す(Machida and 

Matsumoto 2003)。濃淡は密度分布、実線は磁力線をあらわす。一般相対論的な効果は擬ニュートンポテ

ンシャルψ=-GM/(r-rs) を用いることによって近似した。ここで M はブラックホールの質量、rs はシュ
バルツシルト半径である。初期条件は方位角方向の弱い磁場に貫かれた角運動量一定のトーラスとした。

初期磁場の強さはトーラス密度最大点でのガス圧と磁気圧の比βによって指定した。図６の例ではトーラ

ス密度最大点の半径は 50rs、β=100 とした。この回転トーラスの時間発展を円筒座標系 3 次元の散逸性

磁気流体コードを用いてシミュレートした。電気抵抗としては電流密度とガス密度の比が臨界値を越えた

領域でのみゼロでない値を取る異常抵抗を仮定した。また、この計算では円盤密度は十分小さいと仮定し

て輻射冷却を無視した。 

 磁気回転不安定性の成長に伴い円盤内部で磁気乱流が発達し、角運動量を失った物質が落下して降着円

盤を形成する（図６ｂ）。時間の単位は t0=rs/c=10
-5(M/Msun) sec である。形成される円盤の温度はビリ

アル温度近くまで上昇し、1011K 程度になっている。図６ｃに中心領域の拡大図を示す。円盤物質はゆっ

くりとブラックホールに落下していく。Machida and Matsumoto (2003)はブラックホール近傍で発生する

磁気リコネクションによって磁気エネルギーが解放され、図３に見られるような X線フレア（X線ショッ

ト）を説明できることを示した。 

 

 図７にシミュレーション結果から計算したマクスウェルストレスとガス圧の比の空間平均の時間変化

を示す。この比の値は降着円盤理論で角運動量輸送パラメータとして導入されていたαの値に相当する。

シミュレーションの結果、降着円盤が形成され、準定常状態に至った状態ではα=0.01～0.1 であること

がわかった。この値はモデルと観測を比較して推定されていた値に一致する。図８に降着率の時間変動の

パワースペクトルを Pνとして、横軸を振動数ν、縦軸をνPνとしたグラフを示す。ブラックホールの質

量は太陽質量の 10 倍とした。10Hz 程度の領域では Pν∝1/νという 1/f ノイズ型の時間変動が再現され

ている。 

 
 

図６：降着円盤形成の大局的3次元磁気流体シミュレーション結果。濃淡は密度分布、実線は磁力線。

図７：角運動量輸送率α（マクスウェルストレ

スとガス圧の比の空間平均）の時間変化 

図８：降着率時間変動のパワースペクトル。縦

軸はパワースペクトル密度 Pνとνの積。 



３．２ ブラックホール候補天体の状態遷移とそのシミュレーション 
 

 ブラックホール候補天体は硬 X線が強い状態（ハードステート）と軟 X線が強い状態（ソフトステー

ト）の間の状態遷移を示す。この遷移はブラックホール候補天体が増光するアウトバーストと呼ばれる

現象中に発生する。図９aにアウトバースト中の色指数と光度の変化を示す。横軸が色指数をあらわし、

右側ほど硬 X 線が強い状態、左側ほど軟 X 線が強い状態をあらわす。LEDDはエディントン光度と呼ばれ

る臨界光度である。この図は星の進化を理論的に理解する上で決定的な役割を果たした、星の色と光度

（等級）の関係を示す HR 図に対応している。 

 ブラックホール候補天体のアウトバーストは硬 X線が強いハードな状態の増光に始まる。光度がエデ

ィントン光度の10％程度に達すると軟X線が強いソフトステートに状態が遷移し、ゆっくり減光した後、

ハードステートに戻ってさらに暗くなる。図９b に理論モデルを示す。横軸は降着円盤の表面密度、縦

軸は降着率、実線は加熱と冷却が釣り合う熱平衡曲線をあらわす（Abramowicz et al. 1995）。左側の

ブランチは光学的に薄いハードステートの円盤、右側のブランチは光学的に厚いソフトステートの円盤

に対応する。ブラックホール候補天体のアウトバーストはブラックホールに向けて遠方から落下してく

るガスの供給率が増加することによって発生する。アウトバースト開始時には円盤密度が低く、円盤は

左側のブランチ（ハードステート）にある。質量降着率が増加して臨界値を越えると熱平衡解がなくな

り、円盤は光学的に厚い状態に向けて遷移を起こす。これがハードステートからソフトステートへの遷

移に対応する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ブラックホール候補天体のハードステートからソフトステートへの状態遷移過程を、輻射冷却を含め

た 3次元磁気流体シミュレーションによって調べた（Machida et al. 2006）。図 10 にシミュレーショ

ン結果を示す。円盤密度が臨界値を越え、冷却不安定性が発達すると円盤が鉛直方向に収縮するために

磁場強度が増大し、円盤が磁気圧で支えられた状態に至ることがわかった。円盤が磁場で支えられるた

め、円盤は幾何学的に厚く、光学的に薄い状態が維持される。この状態の円盤はハードな X線スペクト

ルを保ちつつ、エディントン光度の 10％以上の光度に達することができる。この状態は、アウトバース

ト中に観測される明るいハードステートに対応する。光学的に厚いソフトステートへの遷移は、円盤を

支えている磁場が流出あるいは散逸してはじめて可能になる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図９ (a) ブラックホール候補天体のアウトバースト時の色指数と光度の変化。(b)降着円盤の熱平衡曲

線。Σは表面密度、たて軸は降着率。降着率増加に伴い、降着円盤は光学的に薄いブランチ

（low/hard state）から光学的に厚いブランチ(high/soft state)に遷移する。 

図１0 (a) ブラックホール降着円盤の冷却不安定性の 3 次元磁気流体シミュレーション結果。下段が

輻射冷却を考慮した場合。(b) 冷却不安定性に伴う円盤赤道面の密度、プラズマβ、温度の変化。 



３．３ 降着円盤の鋸歯状振動と QPO 

 
 ブラックホール候補天体の準周期振動（QPO）はハードステートからソフトステートへの遷移中、す
なわち円盤が冷える過程で観測されることが多い。そこで初期トーラスの温度を下げて 3次元磁気流体

シミュレーションを実施した。輻射冷却は無視した。図 11 に初期トーラスが高温の場合と低温の場合

のシミュレーション結果を示す（Machida et al. 2008）。濃淡は密度分布を示す。低温トーラスを初

期条件とした場合、シュバルツシルト半径の 10 倍より内側の領域に内側トーラスが形成された。この

ような内側トーラスが形成されたのは、円盤温度が下がり、角運動量輸送率が低下したためである。内

側トーラスでは角運動量がほぼ一定になっている。このようなトーラスでは方位角方向のモード数 m=1

の非軸対称不安定性が成長する（Papaloizou and Pringle 1984）。この不安定性の非線形時間発展を

３次元流体コードを用いてシミュレートした結果、磁場がない場合、三日月状の密度構造が維持される

ことが知られている（Hawley 1991）。 

 

今回我々が実施した磁気流体シミュレーションの結果、磁場を考慮すると三日月構造の発達とともに

磁場が強まること、磁気圧とガス圧が同程度になると磁気エネルギーが解放されて三日月構造が崩壊し

て円盤は軸対称に近づき、及び非軸対称構造が成長するというサイクルをくり返すことがわかった（図

12）。１サイクルは円盤が 10 回転する程度の時間である。 

 

 
 図 13 に磁気エネルギーとジュール加熱率の時間変化を示す。磁気エネルギーの増大と散逸が繰り返
す鋸歯状振動が発生している。磁気エネルギーの増大と解放は三日月構造の発達、崩壊と同期している。

降着率の時間変化のパワースペクトルを図 14 に示す。ブラックホールの質量は太陽質量の 10 倍とした。

図 13 にあらわれている鋸歯状の振動は 6Hz 付近のピークに対応している。この低振動数の QPO に加え

て、60-100Hz に二山のピークがあらわれている。ふたつのピークの振動数の比は 2:3 である。これらの

ピークは内側トーラスに励起された円盤振動の固有振動数に対応していると考えられる。 

 

 
 

 

図 11：初期トーラス温度への依存性。濃淡は密度分布。

(a) 高温トーラスを初期条件とした 3次元磁気流体シミュ

レーション結果。(b)低温トーラスを初期条件としたシミュ

レーション結果。内側トーラスが形成された。 

図１2：赤道面密度分布の時間変化。三日月

構造の成長と崩壊が繰り返される。 

磁気エネルギー 

ジュール加熱 

図１３：低温トーラスの場合のシミュレーション結

果。磁気エネルギーとジュール加熱の時間変化。 

図１４：低温トーラスの場合の降着率時間変動

のパワースペクトル。 



４．まとめと議論 

 

ブラックホール降着円盤の形成、進化を円筒座標系 3次元の散逸性磁気流体コードを用いてシミュレ

ートした結果、（１）磁気回転不安定性に駆動される磁気乱流が発達し、従来の降着円盤モデルで仮定

されていたα=0.01～0.1 に相当する角運動量輸送率が得られること、（２）高温で光学的に薄いハード

ステート円盤では円盤内の随所で発生する磁気エネルギー解放によって 1/f ノイズ的な時間変動が生じ

ること、（３）円盤密度が増大してブラックホールから数十シュバルツシルト半径の領域の円盤温度が

低下すると、シュバルツシルト半径の 10 倍以内の領域に内側トーラスが形成され、回転周期の 10 倍程

度の周期で磁気エネルギーが増減する鋸歯状振動が発生すること、（４）磁気エネルギーの増減は三日

月状の密度構造の形成、崩壊と連動していること、（５）この鋸歯状振動が 10Hz 前後の振動数を持低

振動数 QPO の起源と考えられること、（６）この振動が励起する内側トーラスの振動により、高振動数

QPO を説明できそうであることなどが明らかになった。 

 

以上の計算は輻射冷却を無視していた。ハードステート円盤からソフトステート円盤への状態遷移過

程を調べるため、輻射冷却を考慮した 3次元磁気流体シミュレーションを実施した。その結果、降着率

増加に伴って円盤密度が増加して輻射冷却率が増加し、臨界値を越えると冷却不安定性が成長すること、

冷却により円盤が方位角方向の磁束を保ったままで鉛直方向に収縮すると磁場強度が高まり、円盤が磁

気圧で支えられた状態に至ることなどが明らかになった。円盤を支えている磁場が磁気浮力によって円

盤から流出したり、磁気リコネクショ

ンによって円盤内部で散逸したりす

ると円盤はさらに鉛直方向に収縮で

きるようになり、光学的に厚いソフト

ステートに遷移することが可能にな

る。この過程で磁気エネルギーが解放

され、ジェットを噴出する可能性があ

る。ブラックホール候補天体のアウト

バースト中の降着円盤の進化を図 15

に模式的に示す。ソフトステートへの

遷移をシミュレートするためには光

学的に厚い領域まで扱うことができ

るシミュレーションコードが必要に

なる。 

 

シミュレーションには国立天文台の

VPP5000 を使用した。 
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ñ�x Þ Ø»z Ö Ø ÖCÞ we?Ay Ö = ×gÞ ?�Ø1? × B#Ù³?V=�ÙVB#y^z*D�?Az,Ø1>�é �Eî�: ï > Ö$×gÞ ?�Ø1? × B#Ù
?V=�ÙVB#y^z�D�?Az�Ø)>3?A= BqÙA=)x�B	� ÖR× Ø Ö z�ß,Ú»Ø1> Ö ñ0xUÙAB Þ ?A@CB#Ø)?Axqy × Ü Þ)Þ1Ö yHØ
é�
,Û
�kî�:��-yòØ1> Ö xqØ)> ÖCÞ >^Bqy^z!Û®Ø)> Ö Ø Þ ?¨áUá ÖCÞ ñ Þ xUß�Ù Ö w ?V=�Ø1> Ö
ñ Þ x ×gÖ =1=®x#ó%ñ Þ x�z�Ü × ?¨y^ávØ1> Ö = ÖCÖ z�w�B#áqy Ö Ø)? × ?A=)ÙABqy^z × B#Ü^= Ö z�ß,Ú
Ögç Ø ÖhÞ y^B#Ù(ñ�> Ö y�xqw Ö y^B�:��-y ×hÖ Ø1> Ö D�?Az�Ø)>3x#ó�= ÖhÖ z½?V=�ÙVB#y^z Ögç Ý
×gÖCÖ z�=7Ø)> Ö¬×hÞ ?¨Ø)? × BqÙ
?V=�ÙVB#y0z~D�?Az�Ø)>�Û8Ø1> Ö y�Ø)> Ö ?A=)ÙABqy^z½á Þ xkD�=7Bq=
ô ï ã : ï > Ö�Öhç Ø ÖhÞ y^B#Ù�ñ�> Ö y^xqw Ö y^B × B#y3ß Ö ã t7u�w¬x�z Ö = x#ó
z�?�� ÖCÞ)Ö yHØ�> Ö ÙA? × ?¨Ø)? Ö =�=)Ü × >ÿBq=�=)BEDFØ ÖhÖ Ø1>ÿB#y^z Ö z�á Ö ÙAx × B#ÙA?A@ Ö z
����� Ç����¸È���Ã���� �"!�!EÈYÇ�É¸É)Ê$#�%'&(#�)+*�,-*/.�0(#�1�%324*-53246�7

wex�z Ö =�Bqy^ze?¨y0z�Ü ×gÖ Ø)> Ö = ÖhÖ z©?A=)ÙABqy^z¬Ø)> Þ xUÜ�áq>eØ1x Þ xq?Vz�B#Ù0w¬x�z Ö
× xqÜ�ñ^Ù¨?Ay�áüé 8^Û7ë�9kî¸: ï > Ö»Ögç Ø ÖCÞ y0B#ÙFñ�> Ö y�xqw Ö y0B × B#yüB#ÙV=�x3ß Ö
we? ×gÞ x#Ý¸Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×gÖ ß ÖR× B#Ü0= Ö Ø)> Ö Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ ?V= B#ß^Ù Ö Ø)x»ñ Þ x#Ý
z�Ü ×gÖ = ÖhÖ z�?V=�ÙVB#y0z©Ø1> Þ xUÜ�áq>�y�xUy�Ù¨?Ay Ö B Þ wex�z Ö × xqÜ^ñ�Ù¨?Ay�á~é¨ëqë�î�:
ï > Ö Bqy�xqw�B#ÙAxqÜ0=eñ ÖCÞ ñ Ö y^z�? × Ü�ÙAB Þ Ø Þ Bqy^=�ñ�x Þ Ø©z�Ü Ö Ø1x¾z Þ ?�óMØ

DFBEè Ö Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ =)>�xqÜ^ÙAzüñ�ÙVBEÚ ×gÞ Ü × ?VB#Ù Þ xUÙ Ö ?¨y Ö èkB#ÙAÜ^BkØ1?¨y^á
×hÞ ?¨Ø)? × BqÙ�?V=�ÙVB#y^zeD�?Vz,Ø1>�:�<�y©Bqz�z�?�Ø1?¨xUy�ÛUw�Bqáqy Ö Ø)? × ?A=)ÙABqy^z�B(� ÖC× Ø1=
Ø1> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×gÖ =�?Aw�Ü^Ù�Ø[B#y Ö xqÜ^=)Ù¨ÚU::� Ö y ÖhÖ z3B�w¬x�z Ö Ù�D�>�? × >
z Ö = ×gÞ ?¨ß Ö = Ø1> Ö = Ö w�Ü�Ø1Ü^B#Ù0?¨yHØ ÖhÞ B × Ø1?¨xUyvß Ö Ø�D ÖhÖ y¬Ø)> Ö w�:(<�y¬Ø)>^?A=
ñ0B#ñ ÖhÞ ÛUD Ö ñ Þ xqñ�xU= Ö B;=)?¨weñ�Ù Ö wex�z Ö Ù�x#ó�?AyHØ ÖCÞ B × Ø)?Axqyeß Ö Ø�D ÖhÖ y
z Þ ?¨óMØ©D®BEè Ö Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ B#y^zðw�B#áUy Ö Ø1? × ?V=�ÙVB#y0z!: ï > Ö ñ�xq?AyUØ
xqó�xqÜ Þ wex�z Ö Ù�?V=-Ø)>^B#Ø£D Ö ú ç > Ö B#Ø��0Ü ç ?¨y0=�Ø Ö Bqz�x#ó�Ø)> ÖCÞ w�B#Ù
z�?;�8Ü^=)?¨è,?¨Ø�Ú × x Ö+<©× ? Ö yHØFD�> Ö y©D Ö7Ö èkB#ÙAÜ^BkØ Ö Ø Ö weñ ÖCÞ B#Ø)Ü Þ1Ö á Þ B#Ý
z�? Ö yUØR: ï > Ö y�D Ö ?¨yHØ Þ x�z�Ü ×hÖ�Ö � ÖC× Ø1=�x#ó�z Þ ?�óMØ�DFBEè Ö Ø1Ü Þ ß^Ü�Ù Ö y ×gÖ
xUy Ø)> ÖhÞ weBqÙ�z�?;�8Ü^=)?¨è,?¨Ø�Ú;B#y^z�?¨yHØ Þ x�z�Ü ×hÖ�Ö � ÖR× Ø(x#ó^w�Bqáqy Ö Ø)? × ?V=�Ý
ÙVB#y0z³D�>�? × > Þ)Ö z�Ü ×gÖ =!Ø1> Ö á Þ xkDFØ1>£xqó,Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ ß,Ú��0BkØ)Ø Ö y^?¨y�á
Ø Ö weñ ÖhÞ BkØ)Ü Þ)Ö á Þ Bqz�? Ö yUØF?Ay^=�?Vz Ö Ø1> Ö ?A=)ÙVB#y^z!:� Ö ñ Þ1Ö = Ö yHØ
xqÜ Þ w¬x�z Ö Ù^xqó�?AyHØ ÖhÞ B × Ø)?Axqyeß Ö Ø�D ÖhÖ y�w�Bqáqy Ö Ø)? ×
?V=)ÙABqy^z»B#y^z�Ø1> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü^Ù Ö y ×gÖ ?Ay>= ÖR× :
?�:®<�y>= ÖC× :®íeD Ö;Ö èkBqÙ¨Ü�Ý
B#Ø Ö�×hÞ ?¨Ø)? × BqÙ%?V=�ÙVB#y0z»D�?Az,Ø1>½ß,Ú�Ü0=�?Ay�á�Ø1> Ö wex�z Ö Ù¸:A@ ?¨y0B#ÙAÙ¨Ú»D Ö
=)Ü�wew�B Þ ?¨@ Ö³Þ)Ö =�Ü�Ù¨Ø1=F?AyB= ÖC× :�ø^:
Ë�ËgÌDC*Ñ³ÒFEHGðÑJI*Ë1ÎeÏKE®Ð:L�Ô-Ï7Ë�Ñ³ÎNM�E®ÏAO�EHE®ÎCPLRQvÎSE�Ï-Ë[ÔæË/TUGVL�ÎeÒNL�ÎeÒ�Ò¬Ð;Ë�I
ÏWOXLZY�E

Ï7Ó¬Ð:M£Ó�GVE�Î©Ô�E� Ö ñ Þ)Ö = Ö yHØ»w�Bqáqy Ö Ø)? × ?A=)ÙABqy^z Ö�[ Ü^B#Ø)?Axqy5D�>�? × > × xqÜ�ñ�Ù Ö =
D�?¨Ø)>$z Þ ?�óMØ DFBEè Ö Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖvÖ y ÖhÞ áqÚ Ö\[ Ü^BkØ1?¨xUy�: ï > Ö wex,z�?�Ý
ú Ö z Õ Ü�Ø1> ÖhÞ óOx Þ z Ö�[ Ü^B#Ø)?Axqy~xqó
weBqáqy Ö Ø)? × ?V=�ÙVB#y^z Ö èqxUÙ¨Ü�Ø1?¨xUy»?A=
é økî ]-^_\` acbacdXe _ `-f�gihkj `�_\`lKm bon3p3qVrts â ëRä

D�> ÖhÞ1Ö b Û _ ` Û l m Û ] ^ Û0Bqy^z j ` B Þ1Ö ?V=�ÙVB#y^z»D�?Vz,Ø1>�Û^we?Ay�x Þ�Þ BkÝz�?¨Ü^=�x#ó Þ1Ö =)xqy0B#yHØ�=)Ü Þ óbB ×gÖ ÛqÜ�y�?¨óOx Þ w�Ø)x Þ xU?Az�BqÙ^w�B#áUy Ö Ø1? × ú Ö ÙVz!Û
Þ1Ö =)?V=�Ø1?¨è Ö z�?���Ü0=�?AxqyòØ)?Aw Ö ÛFB#y^z¾weBqáqy Ö Ø)? × =)> Ö B Þ Ù Ö y�á#Ø1>�Û Þ1Ö Ý
=)ñ ÖC× Ø1?¨è Ö ÙAÚq:(<�y©Ø1>�?V= Ö�[ Ü^BkØ1?¨xUy f g ?A=�Ø1> Ö =�Ø[B#ß�?AÙ¨?¨Ø�Ú�ñ^B Þ Bqw Ö Ø ÖCÞxqó�Ø Ö B Þ ?¨y�á-wex,z Ö Bqy^z ?V=%y Ö áUB#Ø)?Aè Ö =)x�Ø1>^BkØ(?¨Ø ?V=
=�Ø1Bqß�Ù Ö B#áHB#?Ay^=�Ø



?
Ø Ö B Þ ?¨y^á7wex�z Ö :V� ÖFÞ1Ö w�B Þ ö-Ø)>^B#Ø Ø1> Ö ?A=)ÙABqy^z;D�?Vz,Ø1>v?V= Þ)Ö ÙAB#Ø Ö z
Ø)x»ñ ÖhÞ Ø)Ü Þ ß Ö z3w�B#áqy Ö Ø)? × ú Ö ÙVz$Bq= n l evu3w l�m b�x\y j ` :©t ÖCÞ)ÖD Ö Bq=1=)Ü�w Ö Ø)>0BkØ©z Ö y0=�?¨Ø�Ú$ñ Þ xqú^Ù Ö ?V=vÜ^y�?�óOx Þ w{z m Û�Ø)> Ö y`Ø1> Ö
ñ ÖhÞ Ø)Ü Þ ß Ö z�ß0x,x#Ø[=�Ø Þ Bqñ × Ü Þ1Þ)Ö yUØ�?V=

n3pcq�r|e~} ��� x+z ml w n � a��$�a _|� s â ?qä
D�> ÖCÞ)Ö } Û ��� Û
B#y^z l w B Þ1Ö Bq=)ñ ÖR× Ø Þ B#Ø)?Ax^Û Ö Ù ÖC× Ø Þ xqy½Ø Ö weñ ÖhÞ BkÝØ)Ü Þ)Ö Û�B#y^z�ñ0xUÙ¨xU?Az�BqÙ8weBqáqy Ö Ø)? × ú Ö ÙVz!Û Þ)Ö =�ñ ÖC× Ø)?Aè Ö Ù¨ÚU:V�ÿ> Ö y�D Ö
× BqÙ × Ü�ÙVBkØ Ö Ø Ö weñ ÖCÞ B#Ø)Ü Þ1Ö á Þ Bqz�? Ö yHØac���a _ ek��� ���� s â íUä

D Ö ú ç > Ö BkØ��^Ü ç � � ÛqBqy^zvØ)>,Ü^=(ñ ÖhÞ ñ Ö y^z�? × Ü�ÙVB Þ > Ö BkØ
z�?��8Ü^=�?AèHÝ?¨Ø�Ú � � ?V=%èkB Þ ?VB#ß�Ù Ö : ï > Ö > Ö BkØ�z�?���Ü^=)?AèH?¨Ø�Ú × x Ö+<©× ? Ö yUØ × xUy^=�?V=�Ø1=
x#ó
z�?��8Ü^=�?Axqy÷z�Ü Ö Ø1x©ñ ÖhÞ Ø)Ü Þ ß Ö z»w�B#áqy Ö Ø)? × ú Ö ÙAz½?¨y~Ø1> Ö ñ Þ1Ö =�Ý
Ö y ×gÖ x#ó^w�B#áUy Ö Ø1? × ?A=)ÙVB#y^z �V�$��`����+��� Û#B#y�xUw�B#ÙAxqÜ^=%Ø Þ B#y^=)ñ�x Þ Ø
ß,Ú
z Þ ?�óMØ£D®BEè Ö Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ �V�$������� Û�Bqy^z»y Ö x × ÙABU=)=)? × B#Ù8Ø Þ Bqy^=)ñ0x Þ Ø�V�t� ��� BU=hÛ � � e � �$�������Vh � �$��`����/����h � � ��� s â øHä� �������"� e � �$������� â4� ä e � m ��â b ä s â ùqä� �t��`����/��� e ��� � n llKm � x e �H� � u wj ` b x � x s â �Uä
D�> ÖCÞ)Ö ���������"� ?V=�Bq=1=�Ü�w Ö zðØ)x¾ß Ö ñ Þ xUñ0x Þ Ø1?¨xUy^B#Ù7Ø)x2Ø1Ü Þ ß^Ü�Ý
Ù Ö y ×hÖ�Ö y ÖhÞ áqÚ � Û �H� ?A=-ñ^B Þ B#ÙAÙ Ö Ù�Ø1> ÖhÞ w�B#Ù�z�?���Ü0=�?Aè,?�Ø�ÚUÛ8Bqy^z u3w?V=Fñ0xUÙ¨xU?Az�BqÙ!D®BEè Ö y,Ü�wvß ÖCÞ : ï > Ö yB� [ : â íHä®?A= Þ1Ö D Þ ?�Ø)Ø Ö y»BU=hÛa��$�a _ e � � �� m ��â b ä h ��� â b x u w y j ` ä x h � � �'�$  â 
#ä¡ ÚÿÜ^=)?¨y�á¢� [ =C: â 
#ä�B#y0z â ?Uä�Ø1> Ö ?A=)ÙABqy^z Ö\[ Ü^BkØ1?¨xUy â ëEä�?V=
D Þ ?�Ø)Ø Ö y~BU=hÛa:£ba £d e £fFg3h £¤ �£b £� � � ë��â 9Uä h £� � ��� � ë��â £b ä h £bK¥(y¦£b ¥� h £� � ��� �â �Uäe £fFg3h £¤ �£b £� ���â 9Hä h £� � ��� � ë � £b ¥� â4��â 9Uä h £� � �'� ä£bA¥ h £b ¥� â4��â £b ä h £� � �'� ä � sâ 8Uä
D�> ÖCÞ)Ö £� � â���â £b ä)ä e ��â £b äg: ô x Þ w�B#ÙA?A@CBkØ1?¨xUy^=7B Þ)Ö £b e b¦y _ ` Û£d e d�y ] ^ Û £��� e ��� y � m Û £� � ��� e � � ����y � m Û £u � e§u w _ x` y j ` Û£j ` e j ` y j�¨ m Û £l w�e l w y lKm Û £� � e � � j�¨ m y�� � � m Û £¤ � e¤ � } ��� x £j ` y £l w Û £b � e â £�H� £u x� ä/© ��� ¥ :<�yûx Þ z ÖCÞ Ø)x × ÙAxU= Ö ?AyHØ ÖhÞ B × Ø)?AxqyÿÙAx,xqñ*ß Ö Ø�D ÖhÖ yûw�B#áUy Ö Ø1? ×
?V=�ÙVB#y^z¬B#y0z Ø)> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ D Ö y ÖhÖ z Ö\[ Ü^BkØ1?¨xUy�x#ó0Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×gÖ
DFBEè Ö£Ö y ÖCÞ áUÚ8é¨ë\?Cî a �a�dªe¢« â4� s b ä � � ¤ �(x s â ë\9Uä
D�> ÖCÞ)Ö

« â4� s b ä e¬« m j ¨ m � ëj�¨ â4� s b ä � ëjZ¨®­ �¯�:° m s â ëUëRä

D�> ÖCÞ)Ö â²± ä ° m ?A=�@ ÖhÞ x�?¨ó ± ?V=�y Ö áUB#Ø)?Aè Ö :�<�y»Ø)>�?V= Ö�[ Ü^BkØ1?¨xUy»D Ö
?Ay × ÙAÜ^z Ö ó ÖCÖ z�ß0B × övó Þ xUw w�B#áUy Ö Ø1? × ?V=)ÙABqy^z¬Ø)x Ø1> Ö Ø1Ü Þ ß^Ü�Ù Ö y ×gÖ :

ï > Ö =�Ø Þ xqy^á¾ñ^B Þ BqÙ¨Ù Ö Ù£Ø)> ÖhÞ weBqÙ;z�?���Ü^=)?Axqy³�0BkØ)Ø Ö y0=»ñ Þ)Ö =)=)Ü Þ1Ö
á Þ BUz�? Ö yHØ
?¨y0=�?Vz Ö Ø1> Ö = Ö ñ^B Þ BkØ Þ ? ç x#ó!Ø1> Ö ?V=)ÙABqy^z!: ï >�?V= Þ1Ö z�Ü ×gÖ =
á Þ xkDFØ1> Þ B#Ø Ö « ß,Ú»?¨y ×hÞ)Ö Bq=)?¨y^á©Ù Ö y�á#Ø1>�= × B#Ù Ö xqó
Ø Ö w¬ñ ÖhÞ BkØ1Ü Þ1Öá Þ BUz�? Ö yHØ

ëjZ¨ â4� s b ä e � ë� � ac�$�a _ e ëjZ¨ m £� �£b ¥ h £b ¥� â4��â £b ä h £��� �'� ä  â ë\?Uä�ÿ> Ö y�D Ö × BqÙ × Ü�ÙVBkØ Ö Ø)> Ö Ø Ö weñ ÖhÞ BkØ)Ü Þ)Ö á Þ Bqz�? Ö yHØFD Ö ú ç > Ö BkØ�0Ü ç BqáUB#?Ay�: ¡ Ú�=�Ü^ß^=�Ø1?�Ø1Ü�Ø)?Ay�á�Ø1>�?V= Ö�[ Ü^B#Ø)?Axqy�Ø)x´� [ : â ëUëRä®D Ö
>0BEè Ö�Ö�[ Ü^B#Ø)?Axqy2xqó®Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ©Ö y ÖCÞ áUÚ÷?Ay × Ù¨Ü^z�?¨y�á½Ø)> Ö�Ö � ÖC× Ø
xqó
w�B#áUy Ö Ø1? × ?V=�ÙVB#y0z�BU=hÛ

ë] ^ « m a �a £d e µ £� �£bA¥ h £b ¥� â4��â £b ä h £� � ��� ä � ë£jZ¨®­ �¯¶ ° m � � £¤ �	x sâ ëRíUä

D�> ÖhÞ1Ö £j ¨®­ � e j ¨�­ � y j ¨ m B#y0z £¤ e ¤ y « m :�t Ö y ×gÖ Û0D Ö >^BEè ÖxUß�Ø1Bq?¨y Ö zeB × ÙAxU= Ö ze= Ö Ø�xqó Ö�[ Ü^BkØ1?¨xUy^=�xqó8w�Bqáqy Ö Ø)? × ?A=)ÙVB#y^zeB#y0z
Ø1> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü^Ù Ö y ×gÖ � [ =C: â 8Hä�Bqy^z â ëRíUä�:

Ë�Ë�ËhÌ Ô7Ð�Ë)Ï-Ë[Ô�LRGòË"T·GVL�ÎeÒ¸OæË)Ò¬ÏK¹&ÑJI*ÎeÏ�C� Ö >^BEè Ö½Ö =�Ø1Bqß�ÙA?A=)> Ö zõB`wex�z Ö Ù³D�>�? × >*?V=»B#ß�Ù Ö Ø1x Ö èEBqÙ�Ý
Ü0BkØ Ö¬×gÞ ?�Ø1? × B#Ù
?A=)ÙABqy^z~D�?Vz,Ø)>÷x#ó ô ï ã :·� Öe× xqy0=�?Vz ÖhÞ B�=)?�Ø1Ü^BkÝ
Ø1?¨xUy³Ø)>^B#Ø�Ø)> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×gÖ =1BkØ1Ü Þ B#Ø Ö =!ß ÖR× BqÜ^= Ö z Þ ?¨óMØ%ó Þ1Ö�[ Ü Ö y × Ú
Ø1?¨w Ö Û�D�>�? × >�?A= × >^B Þ B × Ø ÖhÞ ?A=�Ø)? × Ø)?Aw Ö = × B#Ù Ö x#ó z Þ ?¨óMØ�D®BEè Ö Ø1Ü Þ Ý
ß^Ü�Ù Ö y ×gÖ Û�?V=-wvÜ × >÷óbBq=�Ø ÖhÞ Ø1>^B#y�Ø)> ÖeÞ1Ö =)?A=�Ø)?Aè Ö z�?���Ü^=)?Axqy÷Ø)?Aw Ö] ^ « mªº»º ëUÛ!D�> ÖhÞ1Ö « mS¼k½ G : ï >,Ü^=CÛ!D Ö y Ö áqÙ ÖC× Ø³Ù Ö óMØ >^B#y0z=)?Vz Ö x#óR� [ : â ëRíUä�Bqy^zÿ>^BEè Ö Ø)> Ö÷Ö�[ Ü^BkØ1?¨xUyÿx#ó Ø1Ü Þ ß^Ü�Ù Ö y ×gÖ
Ö y ÖhÞ áqÚ©BU=hÛ��â b ä e � ë£¤ £j�­ � h ë? � �A¾ â £b ä hÀ¿ ¾ â £b ä x h ø £� � y £¤ � s â ëhø,ä
D�> ÖhÞ1Ö ¾ â £b ä e £b ¥ y¦£b ¥� h £� � ��� � �ÁÂ ÁÃUÄÆÅ :�=,Ü�ß^=�Ø)?¨Ø)Ü�Ø)?Ay�á~Ø)>^?A=��â b ä�?AyHØ)xX� [ : â 8HäeD Ö >^BEè Ö Ø1> Ö ?V=�ÙVB#y0z Ö�[ Ü^BkØ1?¨xUyüx#ó xqÜ Þ
wex�z Ö ÙY:� Ö =)>�xkD × Ü Þ è Ö =7x#ó�?V=�ÙVB#y^z»á Þ xkDFØ1> aR£b»y(a £d × B#Ù × Ü^ÙAB#Ø Ö z�ß,Ú
xUÜ Þ wex�z Ö Ù�Bqy^z�ßHÚ©Ø)> Ö =�Ø1Bqy^z�B Þ z�w¬x�z Ö Ùa:£ba £d e £f g h £¤ �£b £bKx£b x h £b x� â ëRùUä

?AyÇ@ ?¨á0:�ëq:�t ÖhÞ1Ö D Ö = Ö Ø;ñ0B Þ B#w Ö Ø ÖhÞ = £f g eN� ëqÛ £¤ � e 9   ?�Û£� � ��� e 9   ëqÛ £� � e ?�Û £��� £u x� e ë�9cÈkÛ £¤ e 9   ��Û�Bqy^z £j ¨®­ � e9   ù�: ï > Ö2×gÞ ?�Ø1? × B#Ù³?V=�ÙVB#y^zûD�?Az�Ø)> b ­ ������� ­ �"� y _ ` ?A=�áU?¨è Ö y*ß,Úa:£bJy	a £d e 9�: ï > Ö÷×gÞ ?�Ø1? × B#Ù�?V=�ÙVB#y^zðD�?Vz,Ø)>ÿxqó£xUÜ Þ wex�z Ö Ù7?A=
ÙVB Þ á ÖCÞ Ø)>^Bqy£Ø)> Ö =�Ø[B#y^z�B Þ z-wex�z Ö Ù¸: ï >,Ü^=CÛRØ)> Ö Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ >^Bq=
B³=�Ø1Bqß�?¨ÙA?A@h?Ay�á Ö � ÖC× Ø
xqyvØ)> Ö�Öhç�× ?¨Ø1BkØ1?¨xUyvxqó ô ï ã : ô x#Ø)? ×gÖ Ø1>^BkØ
D Ö�× B#y�y�xqØ-B#ñ^ñ�Ù¨Ú�xqÜ Þ wex�z Ö Ù
Ø)x Ö èkB#ÙAÜ^BkØ Ö =1BkØ)Ü Þ B#Ø Ö z�?V=�ÙVB#y0z
D�?Vz,Ø1>2ß ÖR× B#Ü0= Ö B~ÙVB Þ á Ö w�B#áUy Ö Ø1? × ?V=)ÙABqy^z2=�Ø Þ xUy�áqÙAÚ Þ1Ö z�Ü ×gÖ =
Ø1Ü Þ ß�Ü�Ù Ö y ×hÖ�Ö y ÖhÞ áqÚ÷Bqy^z2w�B#ö Ö =�?�Ø¬y Ö áHBkØ)?Aè Ö ?¨y`xUÜ Þ wex�z Ö ÙY:@^x Þ Ø1> Ö B#ß�xkè Ö ñ^B Þ Bqw Ö Ø ÖCÞ = Ö Ø Ø1> Ö Ø)Ü Þ ß�Ü^Ù Ö y ×gÖ�Ö y ÖhÞ áqÚ � ?A=
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(Mk.<FXt!Khkq3-Ib<IrO
AD -s 1, rP!_i 2

|\6RO&f+/!= 1"Oak Ridge Institute for S
ien
e and Edu
ation2Abstra
t'f9O=_"}[MHD(Mk.<6}rH%7?(Mk.<FXt!KpE-"q3
-Ib<IJRWMKNBj-rrO9k3<I RWMaC(Resistive Wall Mode analysisi Code)N+/
rTCF$kH3mG"k%(Mk.<FXt!GO"v7'kawKpE$F4PN[LGN2E.

djrG-MdjH7Fr/,W,"k%3NG-Mdjr-BWG!*hSWKB!Gr/3<Ir
+/7">TOI/lW9k3HrN'7?%1 x@

b-=jo?>H+^/JJT-60SAyKGdjHJCF$kq3-Ib<IrrO9k3<
IJRWMaC: Resistive Wall Mode analysis CodeKN+/rTCF$k%4PN[Lr>j
7"CKIOWi:^rO`v$7'kJ-BNE$q3(r}DKG"kH9k%3NH-"

r/Y-djOWi:^fK/89kMHD]0H7'kK6/5lk2E.HNj_nQK
X9k".djHJj"=lr-R9k(Mk.<FXtJs!A0KOÆW = ÆWp + ÆWIV + ÆWOV +DW (1)
G?(ilk [1℄%33G"QtOWi:^=LK*1kWi:^NQL*hS7'keK*1
k'lN!~.,G"j"� &Uh 1`OMHDI0KP9kWi:^N]Fs7ck(Mk.<r=7"I0NW

i:^=LK*1kMKX9ks!A0G==5lk%=7F"3Nt,O MARG2D
3<IGW;5lk [2,3℄%� &Uh 2`OWi:^=LH7'kNVN?uNh IVG6/5lk'lN(Mk.<G
"k%3Nt,O'$9+i<]Fs7ckKP9k Lapla
e}x0N-&Mdjr-
BWG!Gr/3HKhCFaa?%� &Uh 3`O7'kN0N?uNh OVK*1k'l(Mk.<r=7"Lapla
e}x0
KX9k GreenXtrQ$?Q,}x0!Gaak%� &Uh 4`O2E.N(Mk.<N:jr=7"3lraak?aKO7'keN2E
.NH6}x0KP9kG-Mdjrr/,W,"k%4PN-HI,v$7'kG"

kro+i"G-MdjO]m$@kQ �rH)QtH9kl!5djHJk%=lr
-BWG!*hSWKB!Gr/3<Ir+/7?%

\FGO"7'keGN2E.djrr/}!H7F-BWG!*hSWKB!KD$Fs
p9k%2 q3-7'keGNE'$X

7'kNq3( (resistivity)�*hS)'( (permeability)�OuV*KlMG~V*Klj
G"j"5iK �O?uN)'( �0Ky7$H>j9k%q3(J[ohm-m℄ N1Lr}DKO
3NNv?X*JAuKOM87J$*AG-NjtG"kH>j9kJ\FGOMKSA11



LOrNQ7"+D �0 = 1K,J=9kK%2E.N@$J_C/9O`joMaxwell}x
0G-R5lk%7'kN|5�w(m)O7'kNBz*J95J"k$O=]NC-9Kaw
hj=,.5$H>j9k%3N>jrQ$F"3!5uVG-R5lF$kMaxwell}x0
rJ<Nh&K7'keN 2!5*J}x0K"e5;k%s = 
onst:L,7'kLKlW7"
7'keNLVr-R9k2DNQQtr �; �H9kH-"7'keK.lkE.)YOj(s; �; �; t) = rs�r[�(�; �; t)Æ(s � sw)℄ (2)
H=;kJÆ: Gk?XtK%33G"�OE.]Fs7ckHFPl"1LO [A℄J"sZ"K
G"k%(2)0G?(ilkE.)YO divj(x; t) = 0r~?93HKmU7h&%=7F"4
PN-N>j+i �(�; �; t) = K(�; t) exp(�in�) (3)
Hq/3H,Phk%0t nOMHD]0NHm$@kb<ItG"j"J< n 6= 0 r>j
9k%2.1 7'keGNAmp�ere's law
?uNh IV"OVGO rotH = 0G"k+i"'$9+i<]Fs7ckrQ$FH = r�(�); in the region IV (4)
*hS H = r�(+); in the region OV (5)
H=;k%D.K Amp�ere's lawNQ,AIC H � dl = Z j � dS (6)
r7'kr4` � = 
onst:LK,Q9kJC'LrO`k<WKH"7'keN Amp�ere's law
H7F �(w+)(�; �; t)� �(w�)(�; �; t) = �(�; �; t) (7)
r@k%33G"(w+) (w�)O"NhOV (IV)+i7'kKaE$?lgNKBMr=9%2.2 7'keGNFaraday's law
7'kN|5r�w JB8 sG,C?|5G"k3HKmUKH7F" Faraday's lawNQ
,Ar7'kNbtG?Q9k3HKhj"7'keNOhmN!'H FaradayN!'H7F�tB(w) = ��w rot(rs�r�) � rs (8)
r@k%33G B(w) := B � rs; �w = ��w (9)
G"k%J* rot(rs�r�) � rs = div[(rs�r�)�rs℄
G"kNG"y,nQGH7F r?� := r�� r� � rsjrsj2 rs (10)2



rjA9kH"}x0 (8)O �tB(w) = ��w div(jrsj2r?�) (11)
H=5lk%2.3 -&ro*hSr!N}K

-&roO7'keG'+)Y BN!~.,,"3J3HG"k%7?,CF"7'kNb
&H0&G"=l>l r�(w�) � rs = B(w�)r�(w+) � rs = B(w+)
!K3NI,v$7'kG"kH$&3HN*}*JroO"'l,;_~sG$FB(w�) = B(w+)
,.)7F$kH@&3HG=5lk%3lirlDK^HaF"7'kKP9k-&roH

7F!0r@k% r�(w�) � rs = r�(w+) � rs = B(w) (12)
Nh IV"OVG �O Lapla
e}x0r~?9NG"-&K*1k'lN!~.,J9JoAr� � rsKr?(kH �,lU*KJn 6= 0NlgKhj5lk%7?,CF"}x0 (7)"(8)
K*$FO"�*hS �r B(w)KD$Fr/N,I$H@&3H,,+k%3lrFWK9
k}!O"(8)0&UNy,nQGKP9kG-XtrxQ9k3HG"k%3 G-XtN}!

nQG Lr L� := �div[(rs�r�)�rs℄ (13)
H7"3NnQGKX9kG-Mdjr L� = !� (14)
H9k%J<NsDNj}OFWKZ@G-k%

?j 1 nQG L O5jMG"j"=lf(" G-Mdj (14)K*1kG-M !O5NBt
G"kJ! > 0K%
?j 2 j[JkG-MK09ksDNG-XtO pgrE_XtH7F>r9k%Z ��m�lpgd�d� = 0 (15)
J<"G-Xt �O Z j�j2pgd�d� = 1 (16)
H,J=5lF$kH9k%3NG-MHG-XtN8grf!jgj=1;Nk; f�jgj=1;Nk3



H9k%3lirQ$F Bw(�; �; t) =Xl al(t)�l(�; �) (17)
H9kH"FaradayN!' (8)r �(�; �; t)KD$Fr/3H,G-F�(�; �; t) = 1�w Xl 1!l daldt �l(�; �) (18)
r@k%!K" �(w+)(�; �; t) =Xl 
(w+)l (t)�l(�; �) (19)�(w�)(�; �; t) =Xl 
(w�)l (t)�l(�; �) (20)
H8+9kH"Amp�ere's law (7)H7F
(w+)l (t)� 
(w�)l (t) = 1�w 1!l daldt (21)
r@k%!N9FCWH7F 
(w+)l ; 
(w�)l r alG=93H,PhlP"2E.rOdjJ9J
oAq3-Ib<IdjKKP7FD8?}x0r@F"djOr1?3HKJk%=lr>

\3/eojK Amp�ere's law (7)KP9ks!A0r3/3HK9kJ=7F"}x0OQ,
6}+i3+lk3H,,+kK%3.1 Amp�ere's lawKP9ks!A0Amp�ere's law (7) �(w+) � �(w�) = �
N>UK (1=2)B(w)pgd�d�r+1FQ,9kJ9JoA"}x0NeA0rnkK%12 ZSw �(w+)B(w)pgd�d� � 12 ZSw �(w�)B(w)pgd�d�= 12 ZSw �B(w)pgd�d� (22)
&UKD$F'(17,18)0ZS>rro (15)hj12 ZSw �B(w)pgd�d� = 12Xl;m 1�w!l amdaldt ZSw �l�mpgd�d�= 12Xl 1�w!l al daldt (23)
!K Lapla
e}x0NrKD$FO div(�r�) = jr�j2G"kNG"=lrNh OVKD$F
NQQ,9k3HKhj OVK*1k]0'l(Mk.<H7FWOV = 12 ZOV jr�j2d� = �12 ZSw �(w+)B � ndS= �12 ZSw �(w+)B(w)pgd�d� (24)

4



r@kJB(w) = B � rsGrsONh OV+i+Fb~-G"k+iK%1MK"Nh IVK*
1k'l(Mk.<OWIV = 12 ZIV jr�j2d�= 12 ZSw �(w�)B(w)pgd�d�� 12 ZSp �(p+)Qe � ndS (25)
G"k%33G"�(p+); QeO"=l>lNh IV+iWi:^=L SpKaE$?H-N SpK
*1k'$]Fs7ck"*hS]0'lr=9 (nONh IV+i+Fb~-N!~Y/Hk)%(23)*hS (24,25)0r (22)0KHCF"Wr :=WOV +WIV � 12 ZSp �(p+)Qe � ndS+ 12 1�w Xl 1!l al daldt = 0 (26)
r@k%J*"Wi:^=LK*1k=LQ, (&Uh3`) OWi:^N}[ MHD]Fs
7ck(Mk.<G=5lk%3.2 4PN7'kK*1kFaraday's law
4PNH<i9Nlg"��� := jrs�r�j2 = jrsj2jr�j2 � (rs � r�)2 > 0 (27)
rjA9kH diva = 1pg ��� [pga � r�℄ + 1pg ��� [pga � r�℄= 1pg ��� �pg��� ���� �� n2 jrsj2R2 � (28)
G"k%7?,CF"G-Mdj (14)O 2,oy,}x0KD$FNG-Mdj� dd� �pg��� dKd� �+ n2pg jrsj2R2 K = !pgK (29)
K"e9k3H,o+k%oy,}x0 (29)K*$FK(�)O �KD$F~|*J~|O 2�K
J#GtMXtG"k%>UKK�r]1F"H)Qt �KX7F 0+i 2� ^GQ,9k%t
,Q, � Z 2�0 K� dd� �pg��� dKd� � d� = � �pg���K�dKd� �2�0 + Z 2�0 pg��� ����dKd� ����2 d�
hj"rK(�),~?9Y-Q,X80W [K℄ := Z 2�0 pgd�(��� ����dKd� ����2 + n2 jrsj2R2 jKj2) = ! Z 2�0 jKj2pgd� (30)
r@k%^?"Kl(�); Km(�)rG-M !l; !mK09kG-XtN>rX8OZ 2�0 K�l Kmpgd� = 0 (31)5



G"k%J<"G-XtN,J=O Z 2�0 jKlj2pgd� = 1 (32)
H9k%3lO,J=ro (16)HM, 2�@1[Jk3HKmU7h&%Je+i"G-Md
j (29)K-BWG!r,Q9k?aNQ,6}O!Nh&K=5lk%
?j 3 )sro Z 2�0 jKj2pgd� = 1 (33)
NbHGFXtW [K℄rd1K9kXtK(�),G-XtG"j"=NH-NW [K℄NM,G
-MG"k%

^?"$UN~|Xt f(�)r f(�) =Xl flKl(�) (34)
H8+7?H-"=N8+8t flOfl = Z 2�0 K�l (�)f(�)pgd� := (Kljf) (35)
G?(ilk%3.3 WKBrN=.
y,}x0 � dd� �f(�)dKd� �+ g(�)K = 0 (36)
O S
hr�odinger?y,}x0 d2yd�2 +Q(�)y = 0 (37)Q(�) = � g(�)f(�) � 12 "d2fd�2 + 12f (dfd� )2# (38)
KQ95lk%G-Mdj (29)K*$FOf(�) = pg��� > 0 (39)
*hS g(�;!) = pg "n2 jr j2R2 � !# (40)
G"k%7?,CF"Q(�;!)O �KD$F~|*G"jJ~|= 2�K"+D

G-M ! ! +1NH-"Q(�;!)! +1
G"kNG"?7+K"}x0 (37)O60rr}D%3N}x0NWKBrN&A~|*-&
roJy(0) = y(2�); y0(0) = y0(2�) ( 0 = d=d�)Kr~?9bNOy(�) = 
Q1=4(�;!) exp ��i Z0qQ(�;!)d�� (41)
G=5l"LR=roO 12� Z 2�0 qQ(�;!)d� = �l; (l = 0; 1; 2; 3; � � �) (42)
G?(ilk%3l,G-M !lr"*Khj9k,6X80r?(k%6



3.4 W;c

33GO"Hm$@kb<I n = 1"]m$@kb<I l = �32; : : : ; 32""9Z/Hf 10N
lgKD$FW;9k#Wi:^NGLOe<PN"J_A (J_Y= 2)H9k#^?"q3
IOWi:^>BN 2\NH3mK"kH9k#
G-MK.5$}+i kG$sGC/9rU1k#k = 1 � 25KP9kG-Mr= 1K(9#
^?"k = 1 � 5KP~9kG-Xtr^ 1K(9#3liNkL+i@i+Jh&K"kO1
KG-MN$sGC/9G"j"*}*JVb<ItWGOJ$#B]KO"k = 1O l = 0"k = 2; 3O l = �1"k = 4; 5O l = �2 (J<1M)Nb<ItKP~7F$k#e<PNNl
g"l = 0r|/Fb<ING-XtOV;LKX7FvqNQjF#rbA"
os �"sin � N
h&K6kq&#3NkLO"8% [1℄NbNHlW9k#
!K"WKBrHNfSrT&#WKBrrFG9kH"y(�) = 
+Q1=4(�;!) exp "i Z �0 qQ(�;!)d�#+ 
�Q1=4(�;!) exp "�i Z �0 qQ(�;!)d�# :
,J=ro@1GO"
�NVNX8Oj^iJ$#=3G"33GW;kLru1"k = 2lN
b<IKX7FO y(0) = y(2�) = 0"k = 2l + 1Nb<IKX7FO y0(0) = y0(2�) = 0Jk
-&ror]7?#3lKhj"
� = �
+ (k = 2l)
� = iqQ(0;!l)�Q0(0;!l)=4Q(0;!l)iqQ(0;!l) +Q0(0;!l)=4Q(0;!l) (k = 2l + 1)
H 
�rCn9k3H,Phk#
+NdPMO,J=ro+ihjG-k,"PQOj^iJ
$#=N?a"33GOdPMN_rfS9k#W;kLHWKBrNG-MNfSr= 1K"
G-XtNdPMNfSr^ 2 K(9#G-M"G-XtNdPMHbKI$lWr(9#l
,g-$[IWKBaw,I/JCF$k3H,N+ailk#

7



= 1: e<PN$J_GL%n = 1
b<It l k G-MNW;kL WKBG-M0 1 0.00631024949377884 N/A1 2 0.0667946258184354 0.06985767035578643 0.072804469872245412 4 0.25703048239690296 0.257151586753497755 0.25729106612707943 6 0.5696141359144238 0.56961561697525197 0.56962015605927234 8 1.0071035773647086 1.00710317209251799 1.0071036838406265 10 1.569597619373383 1.569597436666101411 1.56959762100711876 12 2.257094415062445 2.25709432763657813 2.257094415085427 14 3.0695925020525303 3.0695924551945915 3.0695925020528298 16 4.007091268133592 4.007091240792953517 4.0070912681336019 18 5.069590425620109 5.06959040860513319 5.06959042562011210 20 6.257089824684959 6.25708981354644721 6.25708982468497211 22 7.569589380972974 7.56958937337779623 7.56958938097298712 24 9.007089044010579 9.00708903865460525 9.007089044010584
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高 n近似を用いた線形MHD安定性解析

相羽信行∗、徳田伸二、小関隆久　

日本原子力研究開発機構、茨城県那珂市向山 801-1, 311-0193

概要

周辺局在理想MHDモードの安定性解析を行うために必要な計算コストを少なくするために、解析対象

の MHD モードのトロイダルモード数 n が大きいことを利用して高 n 展開による物理モデルの簡略化を

行った。静止理想MHD安定性解析コードMARG2Dで採用している物理モデルに対する高 n展開の適用

は非常に有用であり、固有値問題・初期値問題各解法による周辺局在MHDモードの安定性解析が可能で

あることを示した。また、理想MHDモデルに対して高 n展開を用いて簡略化した物理モデルでは、初期

値問題による安定性解析において偽の解が現れてしまうことを明らかにした。簡単な考察の結果、この偽の

解は高 n展開を行うことによって現れた高階の時間微分項が原因で現れると予想されることを示した。

1 Introduction

国際熱核融合実験炉 (ITER)などの大型トカマクプラズマにおいては、プラズマの高性能化および閉じこ

め時間の長時間化に伴い、高閉じこめ運転 (H-mode) においてしばしば発生するエッジローカライズモード

(Edge Localized Mode, ELM)の原因の 1つである周辺局在型の理想MHDモードの重要性が指摘されてい

る [1]。これは、ELMによって閉じこめ領域から放出されるエネルギーが多いとダイバータやプラズマ対抗壁

に対して大きな熱負荷をかけてしまい、炉の寿命を縮めてしまうと考えられているためである。ITERの標準

運転は ELMの発生する H-modeプラズマであるとされており、この ELMの安定化・小振幅化を 目指した

物理機構の解明は理論・実験の両面において重要な課題となっている。

近年の ELM 研究の進展により、ELM の安定化・小振幅化に対してプラズマ回転が有効であることが

JT-60Uの実験結果から指摘されている [2]。しかしながら、この ELMに対するプラズマ回転の影響について

の理論解析はほとんど行われていないのが現状である。ITERにおいてプラズマ回転によるELMの安定化・

小振幅化が有効であるかを評価するためには、ELMの原因である周辺局在MHDモードの安定性に対するプ

ラズマ回転の影響についてその物理機構を実験的のみならず理論的にも明らかにするとともに、回転の影響を

考慮したMHD安定性解析を定量的に行うための解析手法の構築が不可欠である。

　これまでに解析手法が確立している静止線形理想 MHD 安定性問題はエルミート問題であり固有値問題

解法によってMHDモードの安定性・成長率を評価する解析手法・数値コードが開発されてきた [3, 4]。一方

プラズマ回転を考慮した線形理想MHD安定性問題は非エルミート問題であり [5]、固有値問題解法による解

析結果が十分な妥当性を持たない場合がある。このような問題を回避するためには初期値問題解法による安定

性解析が求められる。しかし、初期値問題解法による数値安定性解析は一般に固有値問題解法よりも計算時間

がかかること、またプラズマ周辺領域に局在したMHDモードの安定性を精度良く評価するためには十分な計

算メッシュ数が必要となるため、初期値問題解法による周辺局在MHDモードの安定性解析には膨大な計算コ

∗ e-mail: aiba.nobuyuki@jaea.go.jp
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ストのかかる。そこで本研究では、この計算コストの削減を実現するために、高 n展開を用いた物理モデルの

簡略化により周辺局在MHD安定性の初期値問題による安定性解析手法を開発し、将来のプラズマ回転を考慮

した安定性解析実現への布石とする。

2 高 n展開を用いた物理モデルの簡略化

2.1 高 n展開を適用する物理モデルについて

本研究ではまず、これまでに開発を進めてきた静止理想MHD安定性解析コードMARG2D[6]で採用して

いる物理モデルに対して高 n展開を適用する。同コードはプラズマを囲む真空磁場のポテンシャルエネルギー

の計算精度を高めることで周辺局在理想MHDモードの安定性解析を実現している [7]。このコードで用いて

いる物理モデルでは、まず非圧縮仮定を用いるとともにポロイダル方向の変位Vを求める際には運動エネル

ギー Kを無視した Lagrangian、つまりポテンシャルエネルギーWp

Wp = a |Dθ(X)|2 + b

∣∣∣∣ınV +
1
q

∂

∂r
(rX) + hX + rβr,θDθ(X)

∣∣∣∣2
+ c

∣∣∣∣∂V∂θ +
∂

∂r
(rX)

∣∣∣∣2 + e |X |2 , (1)

Dθ(X) =
1
q

∂X

∂θ
− ınX, (2)

の変分問題を考える。ここでX,V は ξの成分であり

X = ξ · ∇r, (3)

V = r

(
ξ · ∇θ − 1

q
ξ · ∇φ

)
, (4)

で定義され、また式 (1)の係数 a, b, c, h,および eはそれぞれ

a(r, θ) =
(
F

R

)2 1
|∇r|2

r

R0
, (5)

b(r, θ) =
(
F

R0

)2

|∇r|2 r

R0
, (6)

c(r) =
(
F

R0

)2
R0

r
, (7)

h(r, θ) = − 1
q

(
2 +

r

|∇r|2
∂⊥ |∇r|2 + r

∂

∂θ
βr,θ

)
, (8)

および

e(r, θ) =
r

R0

dp

dr
∂⊥R

2 +
1
R0

(
R2 dp

dr
+ F

dF

dr

)(
2 +

r

|∇r|2
∂⊥ |∇r|2 + 2r

∂

∂θ
βr,θ

)
, (9)
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である。なお、上記の表記では座標系 (r, θ, φ)を以下のように定義しており、

r2(ψ) =2R0

∫ ψ

0

q

F
dψ, (10)

q(ψ) =
B · ∇θ
B · ∇φ, (11)

√
g(r, θ) =

R2

R0
r, (12)

R0 は円柱座標系 (R,Z, φ)における磁気軸の R座標、ψ はポロイダル磁束、F はトロイダル磁場関数、q は

安全係数、
√
g は Jacobianである。また、r座標はプラズマ表面においてプラズマ小半径と一致するように定

義する。さらに、非直交座標系である (r, θ, φ)においては非直交度 βr,θ を以下のように定義する。

βr,θ(r, θ) =
∇r · ∇θ
|∇r|2

, (13)

また、最後に微分オペレーター ∂⊥ を以下のように定義する。

∂⊥ ≡ ∇r · ∇
|∇r|2

=
∂

∂r
+ βr,θ(r, θ)

∂

∂θ
. (14)

式 (1) で表される Wp の V についての変分をとることにより Euler-Lagrange 方程式を求める。この

Euler-Lagrange方程式はポロイダル角 θ 方向について Fourier 級数展開をすることにより V と X(および

dX/dr) の代数方程式となる。この代数方程式を解いて求めた V を式 (1) に代入することでWp は X のみ

を用いて表すことができる。この Wp の X についての変分をとることで求まる Euler-Lagrange方程式は

Newcomb方程式と呼ばれており [8]、この方程式に適切な重さ関数を用いることで随伴固有値問題∑
l

NX = − λ0RlX, (15)

Rl ∝
(
m

q
− n

)
...(for resonant mode, l = m),

constant...(for off-resonant mode, l 6= m), (16)

を導くことができる。ここでN は Newcomb演算子である。MARG2Dコードはこの随伴固有値問題を解い

てその固有値の符号を判定することで理想 MHD安定性を評価する [6]。また、上記のように求めた V をWp

のみならずこれまで無視していた運動エネルギー積分K

K =
rR2

|∇r|2
∣∣∣∣∂X∂t

∣∣∣∣2 +R4r|∇r|2
∣∣∣∣ ∂∂t (V − rβX)

∣∣∣∣2 , (17)

に代入することにより Lagrangian L＝ K −Wp は X のみの関数 L(X) として表すことができる。非圧縮仮

定を用いた線形成長率を求めるように拡張されたMARG2Dはこのようにして近似的に求められる運動方程

式を固有値問題解法によって解いている [9]。この近似を用いて得られる線形成長率が近似なしの場合と良い

一致を示すことは他コード (ERATOJ, ELITE)のとベンチマークテストによって確認されている。そこでま

ず、Wp に対して高 n展開を適用して簡略化した物理モデルを求める。

2.2 ポテンシャルエネルギーに対する高 n展開の適用

通常の高 n展開では平衡量の径方向微分のオーダーはO(1)、摂動量（プラズマ変位）の径方向微分のオー

ダーはO(n)、および式 (3)および (4)で示されているプラズマ変位の成分X , V のそれぞれを nのオーダーで
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分けた形で表し、式 (3)に適用することで各nのオーダーごとにLagrangianを求める [10]。この Lagrangian

L = L−1 + L0 + L1 + ...を次数の低い順に解くことにより (X0, V0), (X1, V1), ...の順に解を求めていく。こ

こで下付添え字は 1/nの次数を表している。しかしながら、このような手続きは解析的な取り扱いには適し

ているが数値計算を行う場合には各オーダーでの Euler-Lagrange方程式 (微分方程式)を数値的に解くこと

が必要となるため、高次まで考慮した解析を行うのは非現実的であるといえる。

そこで、前述のように最終的な運動方程式がX のみの微分方程式となることから、高 n展開を適用する変数

は V のみとして Lagrangianの簡略化を行うことを試みる。このようにすることで各オーダーの Lagrangian

から求まる変数 V0, V1, V2, ...は X の関数として表され、これらを代入して求まる Lagrangianは X のみで

表すことができるため、数値的に解く微分方程式は 1つだけにできる。このような物理モデルの簡略化は言い

換えると、前述の従来の MARG2Dコードで採用していた物理モデルではポテンシャルエネルギーの V に関

する Euler-Lagrange方程式を直接解くことによって V を求めていたが、この V の導出を高 n展開を用いて

行ったことに相当する。このような手法による物理モデルの簡略化は、上述のようにポテンシャルエネルギー

のみを考慮した Lagrangianに対して適用する場合には従来の物理モデルの導出法に対する利点はほとんどな

いが、後述のように運動エネルギーを考慮したいわゆる通常の意味での Lagrangianについても同様の手法で

V を導出することができる点が大きな利点となる。

本節では式 (1)で表されるポテンシャルエネルギーWp に対して式 (4)で定義される変位 V について高 n

展開を適用して簡略化されたポテンシャルエネルギーを求めるとともに、求めたポテンシャルエネルギーの

Euler-Lagrange方程式を解くことで求まる V をポテンシャルエネルギーWp および運動エネルギー K に代
入することで、変位 X のみで表される運動方程式を導く。まず、各オーダーごとにX および V の θ 方向の

振る舞いについては、以下のように Fourier級数展開

X(r, θ) =X0(r) +
∑

Xm(r) exp(ımθ), (18)

V (r, θ) =V0(r) +
∑

Vm(r) exp(ımθ), (19)

Dg(X) =qDθ(X) = ı(m− nq), (20)

を用いて表す。ただし、今回は周辺局在 MHD モードという比較的トロイダルモード数 n の大きい MHD

モードを解析対象としているため、簡単のためm = 0の変位X0, V0 は無視して考えることとし、また以降は

X = Xm、V = Vm を表すものとする。

次に、KおよびWp について高 n展開、つまり

V =V0 +
1
n
V1 +

1
n2
V2 + ...,

∂

∂r
（摂動量）=O(n),

∂

∂θ
[X,V ] =ım[X,V ] = ı(Dg + nq)[X,V ] = O(1) +O(n), (21)

でそれ以外の量については O(1) であると仮定して式 (1)および (17)を書き表す。このようにして得られる

K およびWp は n のオーダーが小さいものから順番に満たされると考えることができるため、各オーダーで

それぞれ Vl についての変分をとることで Vl を X の関数として表す。その後、それらを式 (1)および (17)に

代入することで L を X のみを用いて表すことが最終的な目的となる。本節では簡単のために V のオーダー

について V3 まで、つまり

V = V0 +
1
n
V1 +

1
n2
V2 +

1
n3
V3, (22)
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と表せると仮定することとし、これを式 (1)および (17)に代入して

Wp = a

∣∣∣∣1qDg(X)
∣∣∣∣2

+ b

∣∣∣∣ın(V0 +
1
n
V1 +

1
n2
V2 +

1
n3
V3) +

1
q

∂

∂r
(rX) + hX +

r

q
βr,θDg(X)

∣∣∣∣2
+ c

∣∣∣∣ı(Dg + nq)(V0 +
1
n
V1 +

1
n2
V2 +

1
n3
V3) +

∂

∂r
(rX)

∣∣∣∣2
+ e |X |2 , (23)

K =
rR2

|∇r|2
∣∣∣∣∂Xm

∂t

∣∣∣∣2 +R4r|∇r|2
∣∣∣∣ ∂∂t

(
V0 +

1
n
V1 +

1
n2
V2 − rβX

)∣∣∣∣2 , (24)

と表したこれらの K,Wp を元に以降の計算を進める (なお、本章では V の導出にはWp のみを用いる)。

式 (23)を nのオーダーに分けて考えると、Wp の最高次は O(n2)であること、さらにこのWp で O(n2)と

なる項は式 (23)の右辺第 2項および第 3項のみである。そこで、この 2項から成るラグランジアン密度の V0

についての変分をとると Euler式

ınb

(
ınV0 +

1
q

∂X

∂r

)
+ ıncq

(
ınqV0 + r

∂X

∂r

)
= 0, (25)

が得られ、直ちに V0 について

V0 =
ı

nq
r
∂X

∂r
, (26)

であることがわかる。

次に O(n) のWp をもとに Euler式を立てる必要があるが、この Euler式は V0 が式 (26)で表されること

で自動的に満たされることが直ちにわかる。そこで次のオーダーであるO(1)について考える。まず、式 (23)

に式 (26)を代入する。これによりWp は

Wp = a |Dθ(X)|2

+ b

∣∣∣∣ın(
1
n
V1 +

1
n2
V2 +

1
n3
V3) −

1
q
r
∂X

∂r
+

1
q

∂

∂r
(rX) + hX + rβr,θDθ(X)

∣∣∣∣2
+ c

∣∣∣∣ı(Dg + nq)(
1
n
V1 +

1
n2
V2 +

1
n3
V3 +

ı

nq
r
∂X

∂r
) +

∂

∂r
(rX)

∣∣∣∣2
+ e |X |2 , (27)

となる。O(n2)の場合と同様に上記のWp の V1 についての変分をとることで V1 は

V1 =
ı

q
X + ı

|∇ψ|2
R2B2

− ı

n

F 2

q2R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

)
(28)

となることが求まる。

次に O(1/n)であるが、これは O(n)の場合と同様に Euler式は式 (28)となることで自動的に満たされる。
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そのため次に考慮すべきオーダーはO(1/n2)となる。式 (27)に式 (28)を代入することで得られるWp は

Wp = a |Dθ(X)|2

+ b

∣∣∣∣ F 2

R2B2
H(X) +

1
nq2

F 2

R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

)
+
ı

n
V2 +

ı

n2
V3

∣∣∣∣2
+ c

∣∣∣∣∣ 1
nq

Dg
(
∂rX

∂r

)
+ q

|∇ψ|2
R2B2

− 1
nq

F 2

R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

)
+

1
n
Dg
(
|∇ψ|2
R2B2

H(X)

)

− 1
n2q2

Dg
(

F 2

R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

))
− ıq

n
V2 −

ı

n2
V2 −

ıq

n2
V3 −

ı

n3
V3

∣∣∣∣2
+ e |X |2 , (29)

となる。このポテンシャルエネルギーの V2 についての変分をとることで求まる Euler 式を解くことで V2 は

V2 =
∣∣∣∣ −ıF 2

q2R2B2

∣∣∣∣ Dg(X) + qDg
(
|∇ψ|2
R2B2

H(X)

)
− 1
nq

Dg
(

F 2

R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

))〉
(30)

と求まる。ここで

|∇r|2 =
q2R2

0

r2F 2
|∇ψ|2 , (31)

を用いている。

さらに高次の場合については、O(n−2l+1), l = 2, 3, ...の場合のポテンシャルエネルギーは自動的に最小化

され、また On−2l の場合のポテンシャルエネルギーから求まるEuler-Lagrange方程式を解くと

Vl+1 = − F 2

qR2B2
Dg (DgVl−1 + qVl) , l = 2, 3, ..., (32)

と表すことができることが求まる。そのため、このようにポテンシャルエネルギーのみを最小化することから

V を求めていく場合には、高次まで考慮した計算が容易に行うことができる。この特長を生かして、上記のよ

うに求めた高 n展開を用いて求まる V (式 (26)、(28)、(30)および (32))を式 (23)および (24)に代入するこ

とでMARG2Dと同様に近似的な非圧縮仮定での線形成長率を求める。

2.3 固有値問題解法による安定性解析

この節ではまず、先に求めた V を代入して求まる Lagrangian L(X) = K(X) − Wp(X) について、

X ≃ exp(ıωt) と置くとともにX についての変分をとることで導かれる固有値問題を解くことで理想MHD

安定性解析を行い、その結果をMARG2Dコードの結果と比較する。

図 1は安定性解析を行った平衡の磁気面形状と圧力分布 (p)、安全係数 (q)分布である。図の通り、周辺局

在MHDモードを不安定化させるためにプラズマ周辺領域に強い圧力勾配 (ペデスタル)を持つ平衡となって

いる。この平衡において、高 n近似を用いていない従来の物理モデルに基づいたMARG2Dコードを用いた

安定性解析および高 n 展開を用いて簡略化した物理モデルを用いた安定性解析を行い、その結果を比較する

とともに、V について行った高 n展開で何次の項まで含めれば n ≃ 10程度の周辺局在理想MHDモードの安

定性解析が精度良く行えるかを確認する。

図 2は安定性解析を比較した結果を示す図であり、図 2(a)はトロイダルモード数が 5 ≤ n ≤ 30のMHD

モードの安定性を式 (15)の重さ関数を用いた随伴固有値問題を解くことで評価した結果 (固有値 λ0)である。
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図 1 (a)安定性解析で用いた平衡の磁気面形状。(b)安定性解析で用いた平衡の圧力分布 (実線)と安全係

数 q 分布 (波線)。
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図 2 (a) 式 (15) の重さ関数を用いて導出された固有値問題を解くことで得られる固有値 λ0 のトロイダ

ルモード数 n に対する依存性。5 ≤ n ≤ 30 の範囲において安定性解析を行っている。ここでは近似無し

のMARG2D コードの結果および V2 から V6 までを考慮した場合の結果をそれぞれ示している。(b) 式

(17)で表される運動エネルギー Kを用いて導出された固有値問題を解くことで得られる非圧縮仮定の線形

成長率 γIM の nに対する依存性。8 ≤ n ≤ 25の範囲において解析を行っている。近似無しのMARG2D

コードの結果および V3 から V6 までを考慮した場合の結果を示している。

ここでは高 n展開を用いない結果と、高 n展開を用いて V2～V6 まで考慮して解析した結果を比較している。

また、図 2(b)は式 (24)に解析的に求めた V を代入して近似的な非圧縮仮定の線形成長率 γIM を 8 ≤ n ≤ 25

の範囲で調べた結果を示している。ここでは高 n 展開を適用しない場合の結果と、高 V3～V6 までを考慮し

た場合の結果を比較している。これらの結果から安定性解析は V3 まで、線形成長率は V4 まで考慮すること

で n ≃ 10程度の周辺局在MHDモードの安定性解析は十分な精度で解析可能であると考えられる。また図 3

は n = 17 の周辺局在理想MHD モードの固有関数をそれぞれ (a) 高 n 展開を行わない場合、(b)V3 まで考

慮した場合に求めた結果であり、これらは非常によい一致をしていることがわかる。 以上の結果から、高 n

展開を用いて簡略化したポテンシャルエネルギーを用いた物理モデルに基づいた安定性解析は周辺局在理想

MHDモードの解析に十分実用となるものであり、数値解析においては高 n展開を行った V (式 (22)) のうち
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図 3 (a)高 n展開による簡略化なしの計算で得られた n = 17の理想MHDモードの固有関数と、(b)V3

まで考慮した場合の計算で得られた n = 17のMHDモードの固有関数。

(1/n3)V3 ないし (1/n4)V4 までを考慮して解析を行えば精度良い結果が得られることが確認できた。

2.4 初期値問題解法による安定性解析

次に、先に求めた V を代入して求まる Lagrangian L(X) = K(X) −Wp(X) の X についての変分をとる

ことで得られる運動方程式を初期値問題として取り扱うことで MHD モードの時間発展を数値的に解くこと

で理想MHD安定性を評価し、その結果を固有値問題の結果と比較する。初期値問題解法における時間積分法

であるが、線形理想MHD安定性解析は空間方向に高い解像度を要求されるため、陽解法による時間積分はほ

ぼ不可能である。そのため今回は完全陰解法を用いて時間積分を計算する。完全陰解法を適用した場合、線形

理想MHD方程式は非同次項を持つ初期値・境界値問題として解くことができる。

(B− (∆t)2A)X i+1 = B(2Xi − Xi−1). (33)

ここで上付き添え字 iは離散化された時間ステップ数であり、行列AおよびBは

Ki+1 =
〈

Xi+1 − X i

∆t

∣∣∣∣B ∣∣∣∣Xi+1 − Xi

∆t

〉
, (34)

Wp
i+1 =

〈
Xi+1

∣∣A ∣∣Xi+1
〉
, (35)

となる行列として定義している。本節では式 (33)を解くことで理想MHDモードの時間発展を評価する。な

お、安定性解析に用いた平衡は前節で用いたものと同様である。

図 4はトロイダルモード数 nに対する式 (17)に解析的に求めた V を代入して近似的に非圧縮仮定の線形成

長率を、8 ≤ n ≤ 25の範囲でそれぞれ固有値問題を解いた結果、初期値問題で∆t を 1.0τA、5.0τA および

10.0τA とした場合の結果である。ここで、τA は磁気軸でのトロイダルAlfv’en 時間である。図 4(a)は高 n

展開を用いた近似を行わずMARG2Dを用いて求めた結果、図 4(b)は高 n展開を行い V3 までを考慮して簡

略化した場合の結果、図 4(c)は V5 まで考慮して簡略化した結果である。これらの結果で特徴的なのは、∆t

を大きくした場合の結果（線形成長率）が、小さくした場合の結果よりも大きな線形成長率となっており、∆t

を小さくしていくことで固有値問題の結果に漸近していくことが見られる点である。この結果は高 n展開を

行っていなくても同様であり、理想 MHD安定性問題の初期値問題を陰解法で解く際における特徴であると
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図 4 非圧縮の線形成長率 γIM を 8 ≤ n ≤ 25の範囲で固有値問題 (実線)、∆t = 1.0τA(破線)、5.0τA(点

線)および 10.0τA (破点線)とした初期値問題を解いて求めた結果を (a)高 n展開なし、(b)V3 まで、(c)V5

までそれぞれ考慮した場合において調べた結果。
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図 5 V3 まで考慮して安定性解析を行った際に得られた理想 MHD モードのモード構造。それぞれ

(a)∆t = 1.0τA、(b)5.0τA、および (c)10.0τA とした場合のものである。

思われるが、現段階ではその原因は不明である。また、図 5 は V3 まで考慮して簡略化した場合に得られた

n = 17 の MHD モードのモード構造であり、それぞれ ∆t = (a) 1.0τA、(b) 5.0τA および (c) 10.0τA とし

た場合の結果を示している。これらの結果から、完全陰解法のような数値散逸の大きいスキームであっても、

∆tを 1～5τA 程度にすることで安定性解析は十分可能であると考えられる。時間刻み幅は特に臨界安定近傍

のMHDモードの安定性解析を行う際には (成長率が小さいため)長時間の時間発展を計算する必要があるた

め、数 τA の時間刻み幅が許容されることは望ましい結果であるといえる。さらに精度の高い陰解法 (後退微

分公式 (BDF)や陰的 Runge-Kutta法など)を採用することでこの時間刻み幅はさらに長くとることができる

と考えられ、多くの空間メッシュが求められる周辺局在MHDモードの解析であっても十分実用的な計算時間

での安定性解析が可能であると思われる。

3 Lagrangianに対する高 n展開の適用による物理モデルの簡略化

3.1 Lagrangianに対する高 n展開の適用

前章で導出した物理モデルは、ポテンシャルエネルギーWp のみを最小化することで高 n展開をした V を

解析的に求めていくことで簡略化していった。静止理想 MHD 安定性を評価する場合にはこの物理モデルで
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も十分に可能であるが、Introductionで述べたプラズマ回転を考慮した理想MHD安定性を考慮する場合、こ

のような運動エネルギーを無視してポテンシャルエネルギーのみを最小化するように求めた V が解析に十分

な精度をもつとは限らない。むしろ、回転の効果は移流項・遠心力（コリオリ力）などとして表れることから

このような近似は破綻していると考えるべきである。そのため、前章で用いた近似を用いずにWp のみならず

K も考慮した Lagrangian L = K −Wp について高 n展開を行うことで簡略化した物理モデルを導出する必

要がある。本節では高 n展開を行って簡略化した Lagrangianの導出を行う。

運動エネルギー式 (24)に表れる最低次の項はX および V0 からなる O(1) のものであるが、V0 はWp の

O(n−2) の項のみで表される L から求まっている (これは式 (26)に一致する)。そのため L の O1 の項から

V1 を求める際には運動エネルギーの影響は受けず、Wp のみを最小化して求めた式 (28)がそのまま Lを最小
化して求める V1 となる。高 n展開を行った Lagrangianの最小化を行う上で運動エネルギーの影響が表れる

のは V2 の導出からである。V2 は Lの O(n−2)の項を最小化することで求まる。この O(n−2)の Kの項は式
(26)および (28)を用いて

K =R4r|∇r|2
∣∣∣∣∂V2

∂t
+
∂

∂t

(
ı

nq
r
∂X

∂r
− rβX

)
+

1
n

(
ı

q
X + ı

|∇ψ|2
R2B2

− ı

n

F 2

q2R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

))∣∣∣∣2 (36)

と表される。式 (29)および (36)から求まる O(n−2)の L = K −Wp が求めるべき高 n近似を用いて簡略化

された Lagrangianである。この Lagrangianの V2 についての変分をとることで求まる代数方程式を解くこ

とで、V2 は

V2 =
∣∣∣∣ −ıF 2

q2R2B2

∣∣∣∣ Dg(X) + qDg
(
|∇ψ|2
R2B2

H(X)

)
− 1
nq

Dg
(

F 2

R2B2
Dg
(
r
∂X

∂r

))〉

+
∣∣∣∣R2R3

0

F 2B2
|∇ψ|2

∣∣∣∣ ∂2

∂t2

(
ı

nq
r
∂X

∂r

)
− β

∂2X

∂t2

〉
, (37)

と求めることができる。この式 (37)式で注意すべき点は、X の時間微分が必要となる項を含む点である。こ

れは、式 (37)を式 (23)および (24)に代入した場合、Lagrangianの X についての変分をとることで求まる

Euler-Lagrange方程式には最大で６階の時間微分が現れることを意味している。

最後に V3 を求めるために O(1/n4)のラグランジアンの V3 についての変分をとるが、K には V3 は含まれ

ないためWp の V3 についての変分のみをとればよい。そのため、V3 は式 (32)で l = 2とした場合と一致す

る（ただし、V2 は運動エネルギーを考慮したことにより式 (30)から式 (37)に変わっている）。以上で求めた

いオーダー (V3)までの V をX の関数として表すことができた。

3.2 初期値問題解法による安定性解析

本節では、前節で求めた V2(式 (37))および V3 を用いて、2.4節と同様に完全陰解法を用いて時間発展を数

値的に解いた結果を以下に示す。

図 6(a)は ∆t = 5.0τA, 8.0τA, 10.0τA および 12.0τA とした場合の n = 17の理想MHDモードの線形成長

率の時間変化を示した図である。この場合の線形成長率は固有値問題を解くことにより γIM = 2.13 × 10−2

であることがわかっている。この図から、∆tをある程度 (10τA）まで小さくしていくことで固有値問題によ

る計算結果に漸近していくが、それよりも小さくしてしまうと計算が破綻し成長率の非常に大きいモードが現
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図 6 Lagrangian に対して高 n 展開による簡略化を行った物理モデルから求まる初期値問題を解いた結

果。(a) 初期値問題を解いた際の n = 17 の理想 MHD モードの成長率の時間発展。固有値問題を解いた

際の結果は γIM = 2.13 × 10−2 であり、∆t = 12.0τA(破点線)および 10.0τA(点線)の結果はその値に比

較的近い値となっているが、∆t = 5.0τA(実線)および 8.0τA(破線)の場合の結果はそれから大きく異なる

結果を示している。また、(b)および (C)はそれぞれ ∆t = 10.0τA、5.0τA とした際の理想 MHDモード

のモード構造を示しているが、∆t = 10.0τA の結果は固有値問題の結果と良く一致しているが、5.0τA の

結果はそれとは異なるモード構造をしていることがわかる。

れていることがわかる。図 6(b)および (c)はそれぞれ ∆t = 10.0τA および 5.0τA として初期値問題を解いた

場合のMHDモードの構造を示す。図 3(b)に示される固有値問題を解いた結果求まる固有関数と図 6(b)は非

常によく似た構造を持つMHDモードであるのに対して、図 6(c)は他の 2つとは異なる構造を持っているこ

とがわかる。しかしながら、この図 6(c)に示されるモードが物理的に不安定なものであるか数値的な問題で

現れたものであるかについては、今回のように固有値問題を解くことによって最も不安定な解が明らかになっ

ている場合にはある程度判断ができるが、本研究の目的である”プラズマ回転を考慮した理想MHD安定性の

ような初期値問題でしか解けない非エルミート問題”において同様の”数値的な問題と思われるモード”が現

れた場合には、その判断は不可能なものとなる。そのため、本研究の目的である”周辺局在理想MHDモード

の安定性に対するプラズマ回転の影響を明らかにするために高 n展開を用いて簡略化した物理モデルによる

初期値問題解法を用いた安定性解析”を実現するためには、今回の計算で現れた数値的と思われる問題を引き

起こす原因を明らかにし、かつこれを解決することが必要となる。

3.3 数値安定性に関する考察

前節で表れた”偽の”解が表れる原因について、3.1節で述べた”高 n展開を行うことによって高階 (4階、6

階)の時間微分が表れたことによる Euler-Lagrange方程式の性質の変化に着目し、簡単な考察を以下で行う。

LagrangianLを V3 まで考慮して導いた場合に求まる Euler-Lagrange方程式は

E
∂6X

∂t6
+ F

∂4X

∂t4
+ G

∂2X

∂t2
− HX = 0, (38)

という形で表すことができる。このうち Eは K の、F はWp および K の V2 および V3 を含む項から現れ、

これらが最高 2階の時間微分で表されるべき運動方程式からのずれを生じさせていると考えられる。この式

(38)に現れる高階の時間微分の係数であるEおよび Fを仮想的にそれぞれ 0とおいた微分方程式をたててそ

れらを解くと、前節で現れた偽の解は F 6= 0であることが原因で現れていることが予想される結果が得られ
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た。そこで E = 0とおき、またX ∝ exp(γt)と表されると仮定すると式 (38)は

Fγ4 + Gγ2 − H = 0 (39)

という γ2 に関する 2次方程式が得られる。この 2次方程式に現れる係数行列F,GおよびHをスカラーであ

ると見立てて 2次方程式の解の公式を用いるとともに、前述の通り Fに相当する項は V2 および V3 から現れ

る項であるのに対してG, Hは V1 から現れる成分を含むことからG ≪ Fであると仮定して

γ2 ≃ H
G
,

−G2 − FH
FG

(40)

という 2つの解が得られる。このうちの 1つめの解はGγ2 −H = 0という（本来の）運動方程式の解であり、

もう一方は F 6= 0 であることから現れる偽の解であると考えられる。この 2 つめの解は F → +0 で −∞、
F → −0で +∞となることから、F → −0の場合に γ → ∞という解を持つことが予想される。完全陰解法
はスキームの持つ数値粘性により ∆tを大きくとった場合に早い振動および早い成長を捉えることができない

ため γ ≪ 1の成長率を持つモードの成長を捉えられないが、∆tを小さくしていくことによって γ が大きい

モードも捉えることができるようになる。そのため、本節の簡単な考察から予想される”高 n展開によって現

れた高階の時間微分項によって、非常に大きな成長率を持つ偽の解が現れる”ことは、前節の”∆tを小さくす

ることにより非常に大きな成長率を持つ偽の解が現れる”という計算結果に矛盾しないものである。

4 まとめ

本研究では、プラズマ回転を考慮した周辺局在理想MHDモードの安定性解析を少ない計算コストで実現す

ることに応用可能な数値解析モデルを開発するために、高 n 展開を用いて簡略化した物理モデルを元に初期

値問題による安定性解析手法の開発を行った。まず、運動エネルギーの影響を無視することによって簡略化さ

れた物理モデルに対して高 n 展開によるさらなる簡略化を行い、これを固有値問題解法および完全陰解法を

用いた初期値問題解法によって数値解析を行った。その結果、高 n展開による物理モデルの簡略化が周辺局在

理想MHDモードの安定性解析を行う上で問題のないことを確認した。

次に、運動エネルギーを考慮した従来の理想MHDモデルに対して高 n展開による簡略化を行い、これに

よって求まった物理モデルを元に初期値問題を導出した。この初期値問題を数値的に解くことによって安定性

解析を行ったが、その結果時間発展の時間刻み幅を小さくした際に偽の解が現れてしまうことが明らかになっ

た。この原因について簡単な考察を行った結果、この偽の解は高 n展開を用いた簡略化を行うことによって現

れた高階の時間微分項が原因で現れていると予想されることを示した。

このような高 n 展開により微分方程式の性質が変化してしまったことが偽の解を生み出している原因であ

ると考えられる場合、回避する方法は時間方向に対する適切なスケール分離を行うことにより高階の時間微分

項を消去することなどが考えられるが、これについては今後の課題として研究を進めていく予定である。
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誤差磁場による磁気島生成に対するプラズマ流の効果
古川勝，�� ��� ����	��

東京大学大学院新領域創成科学研究科
�� テキサス大学オースチン校核融合研究所

概 要

外部から与えられた静的な誤差磁場による磁気島の生成と消滅について，プラズマ回転を考慮して解
析した．回転による周波数 �������シフトにより，���	�
共鳴位置が誤差磁場と共鳴する位置からずれ
る．この効果を考慮することにより，磁気島の非線形解析に使われる ��
�������方程式において対流項
と拡散項が釣り合う新たな磁気島解を見出した．また，回転によって磁気島幅は小さくなり，誤差磁場が
小さい場合には完全に消滅することを見出した．

�� 研究背景および目的

これまでの理論・シミュレーションおよび実験研究によって，トカマクプラズマのトロイダル回転が

抵抗性壁モード（
����
��� ���� ����� 
��）を安定化し得ることが明らかになっている． 
��の安定

化に必要なトロイダル回転速度（以下，臨界回転速度と呼ぶ）は，�������速度の数�とされてきた �����．

しかし，最近のトカマク実験において，臨界回転速度がそれまでに考えられてきた値よりも約一桁小さ

いことが示された ��� �．!"""�!トカマクにおいては，これまで，まずトロイダル回転が十分大きく，
��

が安定化されている状態を作り，そこに誤差磁場を印加することで回転を減速させ，
��が不安定になっ

たときの回転速度を臨界回転速度として求めていた．これが �������速度の数�という数値である．一方で，

誤差磁場は予め小さくなるよう調整しておき，中性粒子ビーム入射（#�$
%�� &��' "�(�)
���� #&"）がト

ロイダル方向に正味の運動量を供給しないようにしてトロイダル回転を減速させた場合には，臨界回転速

度が一桁小さい値となった � �．このことから，誤差磁場は，臨界回転速度を決める重要な要素の一つであ

ることは明らかである．

これを説明するために現在使われているのは，トルクバランスに基づくバンドギャップ（��%*�����

�%�+$��), *���）モデルが用いられている．バンドギャップモデル自体は，テアリング不安定性によって生

じた，プラズマと共に回転する磁気島が，導体壁との間に働く電磁トルクによって回転が妨げられ，プラ

ズマ回転と共に回ろうとするために働く粘性トルクとのバランスが失われた場合に突然導体壁にロックす

る現象を説明するために構築された �-�．その後，誤差磁場によって生成された磁気島が作る電磁トルクと，

プラズマ回転との間に働く粘性トルクのバランスを用い，
��の臨界回転速度を説明する試みがなされて

いる �.� /�．

上記のバンドギャップモデルに用いられている理論モデルは，文献 ��0�に基づいている．この論文で

は，外的に与えられた誤差磁場に対するプラズマの応答，具体的には磁気島の生成および消滅について，線

形および非線形解析が行われている．プラズマの抵抗や粘性，回転速度によってパラメタライズされた空間

で，磁気島のある状態とない状態の間の分岐現象とそのヒステリシスについて述べられている．非線形解

析では，特に，プラズマと共に回転していない磁気島の消滅について，磁気島の非線形時間発展を記述す

る，いわゆる 
$
��%��%�方程式 �����1� に基づいて研究している．しかし，この解析には，プラズマ回転

によって周波数の !�22��%シフトが起こり，誤差磁場に共鳴する”モード共鳴面”と波の周波数がゼロと

なる”�������共鳴面”がずれる効果が考慮されていない．以下で明らかになるように，�������共鳴効果を

考慮することによって，いわゆるテアリングモードパラメータ3�が著しく変更され，その結果磁気島の生

成と消滅の様子も著しく変更される．

�� 各領域の独立解および接続条件

誤差磁場による磁気島生成に対する�������共鳴効果に着目するだけならば，１次元スラブプラズマで

も十分だろうが，今後のトロイダル形状への拡張も念頭に置き，円柱プラズマを考える．プラズマ内には誤

�



差磁場に共鳴する有理面があり，プラズマの外には真空領域が広がっている．その真空領域には，薄い導

体壁と，そのすぐ外に誤差磁場を作る薄い電流層があるとする．模式的に表したのが図 �である．便宜上，

磁気軸 � 4 0から磁気島の片方の端 � 4 �� � ��5までを 2���'��"領域（ただし，� 4 �� はモード共鳴面，

また �は磁気島の幅），磁気島のもう片方の端 � 4 �� 6 ��5からプラズマ端 � 4 � を 2���'��""領域，プ

ラズマ端から導体壁 � 4 �までを ��)$$'�"領域，導体壁の厚さを Æ，誤差磁場を作る電流層の厚さを Æ�と

し，� 4 �6 Æ 6 Æ�から無限遠を ��)$$'�""領域と呼ぶ．これら４つの領域では，時間変化を落とした線形

方程式を解き，それらの独立解をそれぞれの境界で接続していく．

plasma-I plasma-II vacuum-I vacuum-II
mode-resonant surface resistive wall

0 a b r

x
0

b

r0

b+δ
r

Alfven 
resonances

magnetic 
island

resistive
wall

error field
current layer

w/2

b+δ +δ2

図 �7 配位の模式図．

��� 各領域での独立解

� ��������領域

まず，2���'��" 領域では，慣性を落とした線形化 �8! 方程式，いわゆる #�9)�'* 方程式を用い

る ����．ただし，トロイダル回転による周波数 !�22��% シフトの効果は残すのが特徴である：

�

��

�
:���;�

� � � �<�
�

��
:�	<

�
�
�

�:���;�

� � � �<� ���
�

��

�
	 4 0� :�<

ここで，	 はプラズマの �方向変位，�は平衡質量密度，;� は平衡トロイダル回転角周波数，� 74 � �	，
� 74 
��� :��
�<��は波数ベクトル，
と �はそれぞれポロイダルおよびトロイダルモード数，
�はプ

ラズマ大半径である．また，円柱座標系 :�� �� �<が用いられている．�と ;�は，簡単のため，定数としてい

るが，�に依存する分布を導入することは簡単である．トロイダル回転の効果は，式 :�<の中で，���;�
�の項

に現れている．これは，� �が非常に小さくなる有理面近傍以外では，無視できるので，;�を定数とするこ

とは結果にほとんど影響しないと考えられる．モード共鳴面では � 4 0，�������共鳴面では � 4 ����;�

となっている．

式 :�<を � 4 0から � 4 �����5まで積分する際に，モード共鳴面の両側に位置する�������共鳴面の

１つに遭遇する．これは，人為的な非常に小さい成長率を加え，�;� を �;� 6 � �で置き換えることによっ

て避けることができる．ただし，0 � � � �;�である．人為的な �を変えることによって，得られる解が変

わらないことは確認している．また，この方法は，既にトロイダル形状のプラズマにも適用されている ���．

式 :�<は２階の常微分方程式なので，２つの独立解をもつが，� 4 0での境界条件から，１つに絞られ

る．これを 	��:�<と書く．添字=2"=は，”2���'��"”領域を意味する．以降，他の領域での解についても同

様の記法を用いる．したがって，2���'��"領域での 	:�<は，振幅を ��� として，

	:�< 4 ���	��:�< :5<

と書ける．

5



� ���������領域

>���'��""領域でも，2���'��"領域と同様に式 :�< を解く．それら独立解を 	���� :�<と 	���� :�<とする

と，	:�<は

	:�< 4 ����� 	���� :�< 6 ����� 	���� :�< :1<

と書ける．� 4 �でのそれぞれの独立解に対する境界条件は，����� 4 ���� および ����� 4 ���� となるように選

ぶ．ただし，���� と ���� は ��)$$'�"領域で定義する振幅に関係した係数である．

� 
�������領域

次に，��)$$'�"領域では，摂動磁場を ?	 4 ��と表す．� � ?	 4 0から，�は ��2��)�方程式を満た

す．２つの独立解は，

���� :�< 4
�

5

���
�

��
6
��
�

�
��

�
� :�<

���� :�< 4
��
�

�
��

:�<

と表すことができる．���� :�<は，導体壁面 � 4 �で � 微分がゼロ，つまり摂動磁場の � 成分がゼロになる

解で，完全導体壁に対する解となっている．一方で，���� :�<は，無限遠でゼロになっていく解で，壁なし

の解である．したがって，�:�<は，

�:�< 4 ���� �
��
� :�< 6 ���� �

��
� :�< : <

と表わされる．���� と ���� は振幅に関係する係数である．

� 
��������領域

最後に，��)$$'�""領域でも，��)$$'�"領域と同様に � に対する ��2��)�方程式を解き，その独立

解を

����:�< 4
��
�

�
��

:-<

とする．無限遠での境界条件から，独立解は１つだけである．�:�<は，

�:�< 4 ��������:�< :.<

と表わされる．����:�< 4 ���� :�<と選ばれている．

��� 独立解の接続条件

� ��������領域と ���������領域

この境界は，間に磁気島があることを想定して接続する．まず１つ目の条件は，摂動磁場の �成分が

連続という条件，いわゆる )����
��
��近似である．有理面からの距離を � 74 � � �� と定義すると，有理
面近傍で

?�� 4 ��	 :/<

4 � ������

���

�	 :�0<

と表される．ここで，��は平衡トロイダル磁場，��は有理面での磁気シア :���<�����，�:�<は安全係数であ

る．したがって，2���'��""領域での独立解 	���� :�<および 	���� :�<を，�	��:���5< 4 	���� :��5< 4 	���� :��5<

と規格化しておくと，摂動磁場の �成分が連続という条件は

��� 4 ����� 6 ����� :��<
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と表すことができる．

もう１つの条件は，磁場の誘導方程式の �成分から得られる：


 � � ?�� 4 	 � �?�� 6
�

��
�� ?��� :�5<

ここで，�はプラズマの電気抵抗率，��は真空透磁率を表し，時間微分項は着目している現象では����� 
��
であることから落とされている．

運動方程式の �成分から，

�:���;<�� � 	 � � ?�� :�1<

と見積もることができるので，式 :�5<の左辺と右辺第１項の大きさは

�	 � �?���
�
 � � ?���

� ���:���<
�

;�
��

�
�

:��<

と比較される．磁気島幅が２枚の �������共鳴面の間の距離よりもずっと小さければ，式 :�5<の右辺第１項

は落とすことができる．

式 :�5<を磁気島幅 �に亘って積分し，両辺を ?�� で割って整理すると，

����;�� 4
�

��
3� :��<

を得る．ここで，

3� 74

� 	��

��

������
����

?��

:� <

はいわゆるテアリングモードパラメータである．�は，磁気島外でのプラズマトロイダル回転周波数に対す

る，磁気島内での値の比である．

もし �������共鳴面がなければ，3� は実数である．したがって，式 :��<のようなバランスは実現しな

い．しかし，本研究では，�������共鳴面を考慮することによって3� が複素数となっているため，式 :��<

を満たすことが可能となる．これは，新しい磁気島解である．

� ���������領域と 
�������領域

この境界では，摂動磁場の �成分および摂動全圧が連続という条件を課す ����．

>���'��""領域では，

	:�< 47 	� 4 ����� 	���� :�< 6 ����� 	���� :�<� :�-<

�	

��
:�< 47 	�� 4 ����� 	����� :�< 6 ����� 	����� :�< :�.<

と表される．したがって，上記２つの境界条件は，�
���	

���
� :�< ���	

���
� :�<

� 	�
�
�

��

: @��	
���
� :�< 6 ���	

����
� :�<< � 	�

�
�
��

: @��	
���
� :�< 6 ���	

����
� :�<<

��
�����

�����

�

4

�
����� :�< ����� :�<

����
��
� :�< ����

��
� :�<

��
����

����

�
� :�/<

と表される ����．ここで，� 74 � � 	 4 :
���
�<:��� � ��
<� @� 74 �:
���
�<:��� 6 ��
<� ��� 4

:
��<� 6 :��
�<
�であり，添字 � はプラズマ端 � 4 � での値であることを意味する．右辺にある行列の逆

行列を全体に左から掛けると， �
����

����

�
4  

�
�����

�����

�
:50<

�



と表すことができる．ここで， は 	���� :�<，	����� :�<，	���� :�<，	����� :�<，および ���� :�<，����� :�<，���� :�<，

����� :�<を含む 5	 5行列である．

	���� :�< 4 � ������ :�<

��
� :5�<

	����� :�< 4 � �

��

�
�����

��
� :�<�

@��
���

����� :�<

�
� :55<

	���� :�< 4 � ������ :�<

��
� :51<

	����� :�< 4 � �

��

�
�����

��
� :�<�

@��
���

����� :�<

�
:5�<

と選べば，行列  が単位行列となるので，

����� 4 ���� � :5�<

����� 4 ���� :5 <

とすることができる．したがって，2���'��""領域で式 :�<を � 4 �から積分するときに，上記を境界条件

として課す．

� 
�������領域と 
��������領域

導体壁と誤差磁場電流層は非常に薄いと仮定する．このとき，１つ目の接続条件は，摂動磁場の �成

分が連続である．����� :�< 4 0であり（ただしプライムは �微分），また ����� :�< 4 �����:�<であることに注

意すると，　

���� 4 ���� :5-<

が得られる．

もう１つの条件は，導体内での磁場の拡散方程式 �成分から得られる：

� ?��

��
4
�

��

�� ?��

���
� :5.<

ここで，�
 は導体壁の電気抵抗率である．これを導体壁の厚さに亘って積分すると，

� ?��

��
4

�

��Æ

� ?��

��

�����
��Æ

�

:5/<

4 � �

��Æ

����:�
��
� �

��
� :�< 6 ��

<� :10<

が得られる．ここで，���� 74 :
��<� 6 :��
�<
� であり，� � ?	 4 0から

� ?��

��

 ������ :1�<

および

��

 4
�

����

�
� ?��

��

�����
��Æ

� � ?��

��

�����
��Æ�Æ�

�
:15<

を用いた．� �	 4 0から，� ?����� は誤差磁場電流層に沿った方向の磁場に比例していることがわかる．

したがって，��

は誤差磁場電流層に沿った方向の磁場の跳び，つまり誤差磁場を作っている電流の大きさ

を表していることになる．

定常状態を考えたいので，����を落とすと，

���� �
��
� :�< 6 ��

 4 0 :11<

が得られる．ここで，���� :�< 4 �	��:���5<�	���� :��5<である．

�



� 3� について

>���'��""領域の独立解は，	���� :�<は ��)$$'�"領域での完全導体壁に対する解���� :�<に，	���� :�<は

壁なしの解 ���� :�<に接続されている．したがって，完全導体壁がある場合の解と壁なしの場合の解のそれ

ぞれに対応する摂動磁場を用いて，3� を定義しておくのが良いと考えられる：

3�

�
74

�

�
6
	����� :��5< 6 	���:���5<

�	��:���5< � :1�<

3�

� 74
�

�
6
	����� :��5< 6 	���:���5<

�	��:���5< � :1�<

これらを用いると，3� は，

3� 4 3�

�
� �����

���
:3�

�
�3�

�<� :1 <

と書ける．磁気島幅 �が

� 4 �

�
��� ?���

����

����

:1-<

と表されること ��5�，また ?�� 4 ��	 であることを使うと，

3� 4 3�

�
� .��	��:���5<�����

��
:3�

�
�3�

�< :1.<

となる．これを使うと，式 :��<は，与えられた ���

�に対して，磁気島の幅と誤差磁場の位相を決める式
となる．

�� トロイダル回転による磁気島の抑制

この節以降で，上記の定式化に基づいて求めた磁気島解やトルクについて示していく．示される量は

全て規格化されている．規格化に用いたのは，小半径 �，トロイダル磁場��，�������速度 �� 74 ���
�
���，

質量密度 �，������� 時間 �� 74 ���� である．また，これ以降に示す数値解は，トロイダル電流密度が

!�:�< 4 !��:� � ��<で，プラズマ端での安全係数が � 4 5�5となっている．� 4 5の有理面は，� 4 0�/�.-

にある．また，規格化されたプラズマ電気抵抗率は，��� 4 �0�� と選んだ．また，導体壁は � 4 � 4 ���

にあるとした．誤差磁場のモード数は 
 4 5，� 4 �であり，� 4 5面がモード共鳴面である．�������共鳴

面は，� 4 0�/5/5および � 4 0�/ -.にある．

まず，3�を構成する3�

�
および3�

�
�3�

�が，�������共鳴効果によってどのように変わるかを図 5お

よび図 1に示す．両図の横軸は磁気島幅�である．まず，3�

�
の実部は，�������共鳴効果を取り込むこと

によって，２桁程度大きくなっている．;� �4 0の各線で，�が大きいところで線が切れているのは，磁気

島幅が �������共鳴面間の距離の半分になったところで計算を止めたからである．虚部は，;� 4 0つまり

�������共鳴効果を考慮しない場合はゼロとなっているが，;� �4 0の場合には有限値をとっている．また，

3�

�
�3�

� の実部と虚部については，3�

�
のように桁が変わるほどではないが，やはり �������共鳴効果で

値が大幅に変わっている．これらの結果から，磁気島の生成および抑制の様子も相当な影響を受けることが

予想される．

図 �には，磁気島幅 � 4 �0��に対して，�������共鳴効果を考慮していない場合（;� 4 0）および考

慮した場合（;� 4 �0��）の摂動磁場の振舞いを示す．�������共鳴面のところで鋭いスパイク状の振舞いが

見える．このことからも，先ほど見た3� の変化は納得されるだろう．

次に，誤差磁場の大きさを表す ���

�に対して，生成される磁気島の幅 � をプロットしたものを図 �

に示す．図 �:�<で，;� �4 0の場合に曲線が �の大きい側で途切れているのは，磁気島幅が２枚の �������

共鳴面間の距離の半分に達したため計算を止めたからである．図 �:*< では，�������共鳴効果を除いて 3�

を計算したのち，;� を有限値にして式 :��<を解いている．図 �:�<から，�������共鳴効果によって，特に
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���

�が小さい場合には，磁気島解がなくなることがわかる．つまり，本研究ではこれまでに考えられてい
なかった対流項と3� とのバランスで新しい磁気島解を発見しているが，そのメカニズムで生成された磁気

島は，誤差磁場が小さければプラズマ回転によって完全に抑制されることが明らかになった．一方，図 �:*<

では，誤差磁場が小さくても，常に磁気島は存在する．さらに，磁気島幅が比較的大きい場合には，�������

共鳴効果によって，�の ���

�に対する依存性が � � ���

����から � � ���

����に変わることがわかった．
また，図 �と同じことではあるが，トロイダル回転角周波数 ;� を横軸にとって磁気島幅 �をプロッ

トしたものを図  に示す．先と同様に，図  :�<では ;� が小さく，かつ �が大きいところは計算していな

いので，データが示されていない．図中の=��2�����%���=は，２枚の �������共鳴面間の距離である．;� に

比例して，この距離は大きくなる．また，図  :*<では，�������共鳴なしで3� を計算し，;� �4 0とした式

:��<を解いている．同じ回転 ;�，同じ ���

�で比較すると，磁気島幅は �������共鳴効果によって小さく

なっている．また，;� に対する依存性は，� � ;
����
� から � � ;��� に変更される．

-
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図 �7 誤差磁場の大きさに対する磁気島幅．

�� トロイダルトルク

この小節では，本研究の定式化に従って計算した磁気島によって，どのような電磁トルクが生じるか

を示す．軸対称領域におけるトロイダル電磁トルクは，以下のように表すことができる ��0� � �：

�
 4

�
�" 
 @# � :�	 ?	�<	 ?	

4 �$

�

 ?��


?	 � �
� :1/<

ここで，@#はトロイダル方向の単位ベクトル，#はトロイダル角，
は考えている軸対称領域の境界からか

ら外へ向かう面素ベクトルである．

この軸対称領域を，誤差磁場を作る電流層にとると，

�
��

 4 ��%�
�
���:��

�

��:�<� ���

��:�<<� :�0<

と表すことができる．これは，プラズマに掛かる電磁トルクと同じ大きさで，逆の向きをもつ．

図 -は，数値解から求めたトルクを示す．先と同様に，図 -:�<で ;� が小さいところは，�������共鳴

面間の距離が縮まったため，計算をしていない．また，図 -:*<は，�������共鳴なしで3�を計算し，;� �4 0

で式 :��<を解いた場合である．まず，トルクは �������共鳴を考慮することで非常に大きくなっている．ま

た，;�と共に大きくなることもわかる．バンドギャップモデルにおいて，高速回転側のトルクバランスは，

.
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図  7 トロイダル回転角周波数に対する磁気島幅．

図 -:*<のような �
 � ;
����
� の分布に基づいている．したがって，バンドギャップモデル自体を見直す必要

がある．
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�� 結論

誤差磁場による磁気島の生成に対して，�������共鳴効果を取り込んだ解析を行った．トロイダル回転

によってモード周波数の!�22��%シフトが生じ，誤差磁場に共鳴するモード共鳴面と，�������共鳴面がず

れる．�������共鳴効果により，テアリングモードパラメータ 3�が著しく変更され，その結果，磁気島ので

き方も著しく影響される．3� は，�������共鳴効果によって複素化しており，
$
��%��%�方程式において，

対流項と3� がバランスする新たな磁気島解を発見している．また，このバランスに基づくと，トロイダル

回転によって磁気島幅が小さくなる，また誤差磁場が小さい場合には完全に抑制されることが明らかになっ

た．磁気島幅は，誤差磁場の ��-乗，トロイダル回転角周波数の ��乗に比例する．また，トロイダルトル
クはかなり大きくなり，またトロイダル回転角周波数と共に増大する．その結果，現在実験結果を説明する

ために使われているバンドギャップモデルは，再考の必要がある．

/
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簡約化MHD方程式を用いた抵抗型不安定性解析 
京都大学大学院 エネルギー科学研究科 山田豪史 

 
概要 

 電流が中心部に集中するような低温の LHDプラズマに対して、抵抗型簡約化MHD方程
式を用いて線形不安定性解析を行い、電流駆動型のモードやダブルテアリングモードにつ

いて調べた｡流れる電流値が大きいときは、回転変換が中心で１を超えるために比較的成長

率の大きい電流駆動型のモードが発生することなどが分かった。 
 
 トカマク型の装置とは違ってヘリオトロン型の装置では、プラズマの閉じ込めにトロイ

ダル電流は不必要である。しかし、最近の LHDの実験ではかなりの量のトロイダル電流が
観察されている。[1] このようなプラズマでは、電流駆動型のモードやダブルテアリングモ
ードが発生する可能性がある。本研究では、回転変換が単調増加型ではなく、中心で１を

超えるような平衡とそうでない平衡の不安定性について調べる。 
 LHDのヘリカルコイルは 3層のコイルで構成されていているが、コイルに流す電流を内
側から外側にするにつれて回転変換は小さくなる。ここでは、真中の層にのみ電流を流し

た場合に対応する平衡の不安定性を考察する。 
 低βの LHDプラズマでは、局所トロイダル電流の動径方向分布とそれに対応する回転変
換の動径方向分布は、図１のようになる。(I)は無電流の場合、(II)は通常の電流分布の場合、
(III)は電流が中心部で大きく流れている場合に相当する。(III)の場合は中心部でポロイダル
磁場が強まるために、回転変換の値がそこで大きく上昇し、回転変換の分布が単調増加型

ではなくなる。 
 

 

 
図 1 (a) 局所トロイダル電流と(b)回転変換の動径方向分布。sは最外殻磁気面で１となる
ように規格化したトロイダルフラックスで、 )(tor sI は sでラベルされた磁気面内を流れる
トロイダル電流である。また、 s∆ =0.01である。 
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解析に用いる簡約化MHD方程式は次のようなものである。[2] 
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       (1) 

0ρ 、ηはそれぞれ質量密度、抵抗で、一定値である。 *f 、Ωはそれぞれトロイダル磁場、
曲率ポテンシャルで、時間的に一定である。ψ 、 p、φはポロイダルフラックス、圧力、
流れ関数である。 
 

 次式を満たす平衡量 eqeqeq ,, pJψ  をもとにして 
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                                          (2) 

式(1)を線形化すると以下のようになる。 
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          (3) 

ここで、ティルダが付してある量は摂動量である。本研究では、 polD をポロイダル断面に

対 応 す る ２ 次 元 領 域 と し て 、 z 方 向 の 長 さ が 02 Rπ で あ る よ う な 領 域 

}]2,0[,),(|),,({ 0pol RzDyxzyx π∈∈  の上で、z方向に一様であり y方向について対称な

平衡をもとに、トロイダルモード数nを適当に決めて、解は次のような形をとるものとして、 
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図 2 (a)回転変換、(b)圧力、(c)トロイダル磁場、(d)圧力勾配と曲率ベクトルとの内積値の
磁気面平均値、(e)トロイダル電流の磁気面平均値の動径方向分布と(f)磁気面の形状。aは
最外殻磁気面の平均半径である。 
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(3)を解く。ここで、 θρ , はそれぞれ動径方向、ポロイダル角方向にとった独立変数である。 
 LHDの 3層のヘリカルコイルのうち、真中の層にのみ電流を流した場合に対応する平衡
から得られる簡約化 MHD の平衡について不安定性解析を行う。なお、圧力とトロイダル
電流は、 sを最外殻磁気面で１となるように規格化されたポロイダルフラックスとして、 
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の分布をとるものとする。ここでは、全トロイダル電流が 95kAと 120kAであるような２
つの平衡 (A)、(B) を考える。これらの平衡についての諸量を図 2に示す。ここで、任意の
物理量 f に対して、 
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B
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B
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と定義する。また、大半径に対応する 0R は 3.75である。 
 計算結果として、図 3に成長率の磁気レイノルズ数依存性を示す。また、図 4、5に流速
の径方向成分のフーリエモード関数の支配的な成分を示す。平衡(A)については、 1=n のモ

ードは不安定にならなかった。平衡(B)の場合は中心で回転変換が 1 を超えているので、
1=n のモードにキンクモードが現れている。これは成長率の磁気レイノルズ数依存性から、

理想モードであると推測される。このモードは中心近傍で大きな値をとっているが、この

ような振る舞いが起きるのは回転変換が元の LHD 平衡と正確に対応していないためであ
る。 1=n 以外の場合についてみると、対応する共鳴有理面での回転変換値が最も小さいモ

ードが支配的になっているが、これらのモードの共鳴点での磁気シアが小さいためにこの 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 3 成長率の磁気レイノルズ数依存性。(a) 平衡(A)、(b) 平衡(B) についての計算結果。

成長率はアルフベン時間 2
0

2
00 BRH ρτ = で規格化した値である。 0B は磁気軸上でのト

ロイダル磁場の値である。また、磁気レイノルズ数は ητττ 2, aS RHR == で定義する。    
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図 4 平衡(A)を用いて計算したときに得られる流速の径方向成分の動径方向分布。(a) 

2=n 、(b) 3=n 、(c) 4=n 、(d) 5=n  に対する計算結果。 
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図 5 平衡(B)を用いて計算したときに得られる流速の径方向成分の動径方向分布。(a) 

1=n 、(b) 2=n 、(c) 3=n 、(d) 4=n 、(e) 5=n  に対する計算結果。 
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ような傾向が現れると考えられる。平衡(A)についての計算結果をみてみると、 Sが小さい

ときは固有関数 mφ~ は内側の有理面で大きな値をとるが、 Sが大きくなっていくに従って外

側の有理面で大きな値をとるようになることが分かる。 3,2=n の場合を見てみると分かる

ように、 mφ~ の形が変化する点を境にして成長率は Sが小さいときの方が比較的大きくなっ

ている。 
 最後に要約として述べると、中心部で電流が大きく流れる低βの LHDプラズマの不安定
性について調べたが、このようなプラズマは回転変換が動径方向に下に凸の関数になるた

めダブルテアリングモードが現れることが分かった。回転変換が１を超えるような場合は

キンクモードが現れるが、このモードは比較的成長率が大きいので、中心部に流れる電流

があまり大きくならないようにする必要があると思われる。 
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ヘリカルプラズマにおけるプラズモイドの運動 

 

石 崎 龍 一 

核融合科学研究所 シミュレーション科学研究部 

 

ペレット溶発により生じたプラズモイドの運動をトカマク、および直線ヘリカルにお

いて評価し、タイヤチューブ力等によって低磁場方向にドリフトすることを示した。低

磁場方向へのドリフトは従来から指摘されていたが、タイヤチューブ力によることを示

したのは初めてである。また直線ヘリカルにおいては、磁気軸よりも高磁場側にプラズ

モイドが位置している場合、磁気軸方向にドリフトした後、反転して高磁場方向にドリ

フトすることが明らかになった。このことは LHD においてペレットの入射位置による依

存性が小さいという実験事実を再現している。 

 

１．はじめに 

燃料補給のためペレットをトーラスプラズマに入射すると、溶発により低温高密度の

プラズモイドが形成される。このプラズモイドは急速に磁力線方向に膨張すると同時に、

低磁場方向にドリフトすることがトカマク実験で確かめられている。従って、トカマク

ではその特徴を利用してトーラス内側の高磁場側からペレットを入射することによって、

プラズモイドをコアに近づけ、密度を制御することに成功している。一方で、LHD では

入射位置を変えても、プラズモイドは周辺に排出されてしまい、コアに近づけることに

成功していない。このトカマクとの相違点を明らかにし、効率的なペレット入射法を提

言することは、超高密度プラズマを目指す上で重要である。 

 

２．トーラスプラズマにおけるプラズモイドの運動 

ペレット溶発により生じた低温高密度のプラズモイドの、トーラスプラズマ中におけ

る運動を評価するために、背景プラズマからの加熱モデル[1]を MHD 方程式に導入し、

溶発過程を直接取り扱えるコードを開発した。数値スキームとしては CIP 法、計算格子

としてはトカマクの場合は円柱座標、ヘリカルプラズマの場合は回転ヘリカル座標を用

いている[2-4]。 

背景プラズマの１０００倍の密度をもつプラズモイドが加熱を受け溶発すると、その

溶発圧力は背景プラズマの１００倍以上にも達するため、プラズモイドは磁力線方向に

急速に膨張する。その結果、トーラスの内側と外側の径の差により力は外側に働く。こ

れがタイヤチューブ力である。トロイダル磁場は、ほぼ の依存性をもっているので、

磁気圧による同様な力（磁場の 1/R 力）も働く。この考え方は、

R/1
B∇ ドリフトによる電荷

分離によりプラズモイド中に電場が生じ、 BE × ドリフトが誘発されるという従来の考え

方とは異なる。一般にプラズモイドは磁気面上にあるため、電荷分離が生じても高温の

電子が磁力線に沿って の速度で打ち消そうとする。従って、電荷分離の大部分は

打ち消されていると考える方が妥当である。一方でタイヤチューブ力、および 1/R 力は

sm /107



磁場に湾曲があると必ず生じる。図１はトカマクにおけるプラズモイドの運動を示して

おり、低磁場方向にドリフトしていることが分かる。このことをもう少し定量的に評価

するために、磁場は で減少する真空トロイダル磁場のみを考え、背景プラズマの圧

力は一様であるとする。また、プラズモイドは圧力擾乱

R/1
pΔ 、磁場擾乱 2BΔ をもち、トー

ラス方向に一様、つまりリング状であるとする。このようなプラズモイドに働く加速度

を評価すると、 に比例する項（タイヤチューブ力）とpΔ 2BΔ に比例する項（ 力）の

和になる。図２は求められた理論式といくつかのシミュレーション結果を示しており、

両者が非常によく一致していることが分かる。しかし擾乱が小さい場合だけはドリフト

は起こらず振動していることが分かる。ここでの背景プラズマは安定平衡であるため、

小擾乱は振動することは線形理論から明らかである。一方、溶発によって生じるプラズ

モイドは大擾乱であるため力のバランスは崩れ、もはや安定平衡ではない。従って、線

形理論は適用できなくなり、異なる結果が生じる。 

R/1

 

(a)             (b)  
 

図１．トカマクの赤道面におけるプラズモイドの密度分布。(a) (b)  At τ0.1= At τ0.6=

 

   

 

図２．プラズモイドとして初期擾乱を与えたときの大半径方向の変位の時間発展。 ρΔ は密度

擾乱、 は圧力擾乱、pΔ R は初期位置、 β は背景プラズマのプラズマベータを示す。 

 

次に、直線ヘリカルにおけるプラズモイドの運動を評価した。図３(a)(b)はプラズモ

イドの初期位置（丸印）を示している。(a)はポロイダル面、(b)は磁気面を示しており、



この場合のプラズモイドは磁気軸に対して低磁場側に位置している。(b)において磁気圧

がトロイダル方向に一様であるのは、回転ヘリカル座標を用いているためである。(c)(d)

は(b)の磁気面を通過する質量流速を示しており、磁力線方向に急速に膨張すると同時に、

低磁場方向にドリフトしていることが分かる。次に、初期プラズモイドが磁気軸に比べ

高磁場側に位置している場合の結果を図４に示す。(c)においては図３と同様、低磁場方

向にドリフトするが、その後(d)においては、反転していることが分かる。つまり高磁場

方向にドリフトしている。プラズモイドのプラズマベータは１以上であり、そのため局

所的に大きな磁気擾乱が生じる。これが影響しているものと考えられる。結果として、

プラズモイドの初期位置が低磁場側、高磁場側いずれに位置していても、最終的には周

辺領域に向かってドリフトすることが明らかになった。この結果は LHD においてペレッ

ト入射位置の依存性が小さいという実験結果を説明するものである。 

 

(a)   (b)  

 

(c)   (d)  
 

図３．直線ヘリカルにおいて初期プラズモイドが磁気軸に比べ低磁場側に位置している場合。

(a)はポロイダル面、(b)は磁気面を示し、丸印はプラズモイドを示す。カラーは磁気圧、(a)

の等高線は磁気面を示している。(c)(d)は At τ0.5= および At τ0.10= における、(b)の磁気面を

通過する質量流速を示す。 



 

(a)             (b)  

(c)   (d)  

 

図４．直線ヘリカルにおいて初期プラズモイドが磁気軸に比べ高磁場側に位置している場合。

(a)はポロイダル面、(b)は磁気面を示し、丸印はプラズモイドを示す。カラーは磁気圧、(a)

の等高線は磁気面を示している。(c)(d)は At τ0.5= および At τ0.10= における、(b)の磁気面を

通過する質量流速を示す。 

 

３．まとめ 

トカマクにおけるプラズモイドの運動はタイヤチューブ力によることが明らかにな

った。このことはシミュレーションおよび理論モデルによって確かめられた。また、直

線ヘリカルにおいて、その運動を評価したところ、プラズモイドの初期位置が低磁場側、

および高磁場側いずれに位置していても、最終的には周辺領域にドリフトすることが明

らかになった。この結果は LHD の実験結果を説明するものである。直線ヘリカルにはト

ロイダル効果が入っていないため、今後は LHD 配位において運動の評価を行い、プラズ

モイドの初期位置による依存性について明らかにする。 
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ヘリカル系における崩壊現象の非線形シミュレーション
核融合科学研究所　水口直紀

１．概要

　LHD の高密度コア(SDC)状態[1]においては、そ
の密度(ベータ値)上昇過程において、しばしばコア
密度崩壊(CDC)と呼ばれる中心密度の崩壊現象が観
測されている[2]。これは閉じ込め配位を破壊して
しまうような激しい崩壊ではないものの、部分的に、

過渡的に閉じ込めを悪化させるため、避けるべき現

象である。そこで、本研究では現実的な配位を用い

て MHD モデルに基づく数値シミュレーションを行
ない、CDC を計算機上で再現することにより、そ
の発生ダイナミクスを探ることを目的とする。

２．方法

　LHD 実験においては CDC の崩壊過程は、おおよ
そ数百μsec 程度の MHD 時間スケールで観測され
るため、ここでは MHD モデルを基本としたモデル
を設定する。基礎式は非線形MHD方程式、

で、圧縮性、抵抗性の効果を含む。式(1)-(6)を用い、
密度ρ、流速 v、磁場 B、圧力 p についての時間発
展を解く。計算体系はトーラス全周にわたる３次元

体系で、HINT コードで採用されたヘリカル座標系
を用いている。即ち、トロイダル方向は幾何学的な

トロイダル角をとり、ポロイダル断面は、ヘリカル

ピッチに伴って回転する矩形格子とする。式(1)-(6)
は４次の中心差分法により離散化し、4 次の Runge-
Kutta 法により時間積分を実行する。差分化に伴い
必然的に生じる数値粘性および数値抵抗が、式(1)-
(6)に現れる粘性μおよび抵抗ηより充分小さくな
るよう、μおよびηを与えて解く。

　シミュレーションの初期値は、HINT コードを用
いて得られた数値平衡解[3]を用いる。各パラメー
タや最外殻磁気面の形状、プロファイルは、LHD
実験における SDC プラズマを模擬したもので、特
に CDC 崩壊現象が観測される直前のデータを元に
している。簡単のため密度ρは初期に一様とし、μ

およびηについても一様定数を与える。この平衡解

の速度成分に微小な擾乱を白色雑音として与えてシ

ミュレーションを開始し、長時間にわたる擾乱の自

発的時間発展の様子を見る。

３．結果

　約 600τA に及ぶ時間発展を追跡した。図１は系
全体の運動エネルギーの時間発展をプロットしたも

のである。このように３度のピークを経た後にエネ

ルギー緩和していることが分かる。この間の横長ポ
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図１　プラズマの運動エネルギーの時間発展

ロイダル断面内の形状変化を圧力のカラー等高線表

示で示したものが図２である。図を見れば分かるよ

うに、はじめ中間ポロイダル波数(m)が支配的とな
って不安定性が成長し、やがて変位がある程度大き

くなると、プラズマ塊は細かく崩れて表面から剥離

し、周辺部へと掃き出されている。

図２　横長ポロイダル断面内の圧力分布の時間発展

　図３は同じく横長断面内で圧力の大半径方向プロ

ファイルの時間発展の様子をプロットしたものであ

る。これを見れば分かるように、最初、トーラス外

側の圧力勾配の急な部分（バリア領域）で生じた不

安定性が、バリア領域の構造を崩壊させている（t
＝200τA）。その結果、バリア領域の圧力勾配がよ
り急峻となると同時に、掃き出された圧力が周辺部

へと漏れ出す。このとき、もとの圧力分布よりも全

体的に細ったプロファイルが過渡的に形成されるが、

やがて中心部の圧力が対流運動に伴って初期値の

30~40%程度にまで減少し、緩和する（t＝550τA）。
最終的に得られた圧力分布は、初期値と比べてより

ブロードなものとなっている。このように、概ねバ

リア領域で発生した不安定性が、その非線形成長過

程において、中心圧力を低下させ、周辺部の圧力を

増加させることにより分布の平坦化が起きることが
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図３　圧力の系方向分布の時間発展
横長断面、大半径方向プロファイルを表す。

分かる。なお、図２及び図３において、擾乱はほと

んど低トロイダル波数(n)成分を含まないため、そ
れぞれ圧力は 10 箇所存在する横長断面の平均をと
ったものでプロットしている。

　不安定性の３次元構造は図４に示される。トーラ

ス外側で長波長・大振幅の、内側で短波長・小振幅

の構造が現れており、詳細な検討は今後進めてゆく

必要があるものの、バルーニングモードの特徴が現

れているように推察される。

図４　不安定性成長時の圧力の３次元構造

４．議論

・実験との比較

　計算結果を LHD における実験結果と比較する。
本シミュレーション計算の初期値は実験配位を元に

しているため、ある程度直接的な比較が可能である。

しかし、散逸係数や内部の詳細構造については現実

と相違もあるため、配位の詳細な安定性に関する議

論は本稿の対象外となる。ここでは、CDC の崩壊
相にのみ着目し、そのダイナミクスを定性的に比較

する。まず時間スケールに関しては、本計算におけ

る Alfven 時間(1τA)はおおよそ LHD 実験における
1μsec に相当するため、CDC の崩壊相の時間スケ
ール（~数百μsec）と概ね一致している。空間構
造については、バリア~周辺部における揺動の増加

と、それに続くコア部の密度（圧力）の減少の様子

が計算結果とよく一致している。さらに、大半径外

側でとくに顕著に揺動が現れる点においても、本計

算結果のバルーニング様の構造と比較しうる。

・不安定性について

　CDC の発生機構として、これまで(1)MHD 不安
定性および(2)MHD 平衡限界が挙げられ、それぞれ

実験、理論の両面から検討されてきた。本稿の議論

は、前者の立場に立ったものである。バルーニング

様の不安定性の自発的非線形時間発展のみで、前項

のごとく実験で観測される種々の時空間構造を説明

できることは、CDC の発生機構が不安定性に寄る
ものであることを示唆する。なお、本計算でもオー

ム加熱や抵抗性拡散による平衡の零次成分の変動も

含まれるため、長時間にわたる時間発展の中で平衡

が存在しなくなる上記(2)のケースが現れているこ
とも有りうるが、本結果は不安定性によるものであ

ることは以下の検証により結論づけられる。即ち、

式(1)~(6)を線形化した方程式を用いて、同じ初期
値から計算を行なうと、同様のモードの線形成長が

確認された。不安定性の性質について、より明らか

にするためには、今後、より詳細な検証を行なう必

要が有る。

・トカマクとの比較

　筆者がこれまでに行なってきた球状トカマクにお

けるシミュレーション結果[4]と比較する。この計
算は、本稿の計算と同様にバルーニングモードの非

線形ダイナミクスを球状トカマク配位について調べ

たものである。計算に用いた球状トカマク配位のベ

ータ値は、中心で 20%程度と、ヘリカルの SDC 配
位のそれ（~8%）と比べて高い。そのため、磁場構
造はプラズマの運動に伴い大きく変化を受け、より

大規模な崩壊過程となる。周辺部から順次崩壊する

ことにより、２段階の緩和を示す点は、本稿の結果

と似ているが、１回毎の圧力損失量の割合は、ヘリ

カルの方が小さく、より穏やかな崩壊過程を示す。

トカマクの場合は、たとえ線形モード構造がごく小

さなものであっても、それがバルーニングモードで

あれば、飽和レベルは高く、非線形段階において大

きく崩壊することが示されたが、本稿の結果では比

較的飽和レベルが低く、細かな崩壊を繰り返すに止

まっているようである。この差が何に起因するのか

は今後検討してゆく必要がある。

５．まとめと今後

　非線形 MHD シミュレーションを行ない、ヘリカ
ル配位におけるバルーニングモード様の不安定性の

時間発展を調べた。結果を LHD-SDC プラズマの
CDC 崩壊現象と比較すると、いくつかの点で一致
が見られた。従って、CDC の発生機構として不安
定性の非線形成長による説明が可能であることが示

された。今後、結果の詳細な解析と、パラメータ依

存性を調べることにより、CDC の発生条件を整理
することが必要である。また、それらの不安定性の

除去が、実験的に CDC を避ける方策の一つとして
示唆される。
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Up to now, theoretically idealized MHD equilibria reflecting experimental conditions have been used in
order to examine the ideal MHD stability. This approach has been useful from the aspect of investing general
properties of the ideal MHD stability. Since the properties of a three dimensional MHD equilibirium with large
Shafranov shift significantly change by the pressure profile, the current profile, and the boundary condition,
however, ideal MHD stability analysis based on theoretically idealized MHD equilibria is considered not to be
enough to investigate the proper MHD atbility of experimentally obtained MHD equilibria. Indeed, it is shown
that ideal MHD stability based on the realistic reconstructed MHD equilibrium with fine structures is different
from that based on the theoretically idealized MHD equilibrium. Especially, it is firstly reported that high-n
ballooning modes are destabilized in the magnetic well region with tokamak-like magnetic shear.
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1 Introduction

In three-dimensional configurations, the confinement re-
gion is surrounded by the stochastic magnetic field lines
related to magnetic islands or separatrix, leading to the
fact that the plasma-vacuum boundary is not so definite
compared with tokamaks that the various modulations of
the plasma-vacuum boundary will be induced around the
stochastic region by synergetic effects between a transport
around the stochastic region and a large Shafranov shift of
the whole plasma or a large Pfirsch-Schluter current, in es-
pecially high-β operations.

To examine such modulation effects of the plasma
boundary on MHD instabilities, high-β plasmas allowing
a large Shafranov shift or a large Pfirsch-Schluter current
are considered in the inward-shifted LHD configurations
with the vacuum magnetic axisRax of 3.6 m, so that it has
been found that the free boundary motion of MHD equi-
librium or the whole plasma outward-shift due to a large
Pfirsch-Schluter current has significant stabilizing effects
on ideal MHD instabilities, leading to partially resolving
the discrepancy on MHD stability between experimental
results and theoretical analyses [1].

Although experimental aspects on the boundary, the
pressure profile, and the current condition are included in
the equilibria used in Ref.[1], such equilibria are still the-
oretically idealized judging from the experimental point of
view [2]. Thus, it is needed to use equilibria which are
more relevant to the experimental conditions, in order to
more clarify MHD stability in planar axis Heliotron con-
figuration with a large Shafranov shift like LHD. The pur-

author’s e-mail: nakajima.noriyoshi@nifs.ac.jp

pose of the present research is to clarify MHD stability es-
pecially in IDB-SDC plasma or high-β plasma of LHD by
comparing between theoretically idealized MHD equilib-
ria and experimentally reconstructed MHD equilibria. For
such a purpose, especially, high-n ballooning local mode
stability analysis is performed, because such local mode
analysis does not need whole information of MHD equilib-
rium. The precise information of MHD equilibrium near
the plasma periphery is not needed, once the core MHD
equilibrium is consistently reconstructed to experimental
conditions. This research might lead to more deeper un-
derstanding of MHD equilibrium and stability in the planar
axis Heliotron configuration with a large Shafranov shift
like LHD.

2 in theoretically idealized MHD equi-
libria

In order to clarify dependence of the stability properties of
the ideal high-n ballooning on MHD equilibrium, firstly,
high-n ballooning stability analyses are performed for the-
oretically idealized MHD equilibria in the inward-shifted
vacuum configuration withRax = 3.75 m.

2.1 in currentless MHD equilibria with peaked
pressure profile

The properties of currentless MHD equilibria with a
peaked pressure profile;P(s) = P0(1s)2, under the fixed
boundary condition are shown in Fig.1, wheres is the
normalized toroidal flux. Asβ increases by usingP0,
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tokamak-like magnetic shear is created near the magnetic
axis. Although the magnetic hill still remains near the
plasma periphery, the Mercier stability in the magnetic
hill region is improved asβ increases. Boundary be-
tween magnetic well and hill exists in helical-like magg-
netic shear region. The corresponding normalized growth
rates of high-n ballooning modes are shown in Fig.2. High-
n ballooning modes are destabilized in the peripheral mag-
netic hill region with helical-like magnetic shear. Asβ in-
creases, properties of the high-n ballooning modes change
from helical-like ones with strong magnetic field line de-
pendence to tokamak-like ones with weak magnetic field
line dependence. Helical-like high-n ballooning modes
become unstable only near the magnetic field line with
α = ζ − qθ = 0 where the local magnetic curvature is
baddest. On the other hand, tokamak-like high-n balloon-
ing modes become unstable independent of the magnetic
field line, even in the magnetic field line withα = π/M (M
is the toroidal field period of the MHD equilibrium) where
the local magnetic curvature is locally good.
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Fig. 1 β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill−V”, and Mercier criterionDI with pressure pro-
file P in currentless MHD equilibria with the peaked pres-
sure profile under the fixed boundary condition.
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Fig. 2 β-dependence of the normalized growth ratesγτA0 for
three different plasma volumes. The most right column
corresponds to 1

In order to investigate effects of the boundary condi-
tion, the MHD equilibria are created under the free bound-
ary condition. In Fig.3, the properties of currentless MHD
equilibria under the free boundary condition is shown. Al-
though theβ-dependences of the magnetic shear, magnetic
well, and Mercier stability in free boundary equilibria are

qualitatively similar to those in fixed boundary equilibria,
change of iota in free boundary equilibrium is more signif-
icant than that in fixed boundary equilibrium, and forma-
tion of magnetic islands is suggested in shearless region
judging from the spikes ofDi . The spike comes from the
divergence of the Pfirsch-Sch”ulter current indicating ex-
istence of the magnetic island. The corresponding normal-
ized growth rates of high-n ballooning modes are shown in
Fig.4. Most significant differences between fixed boundary
equilibria and free boundary equilibria are that helical-like
ballooning modes destabilized in the magnetic hill region
with helical-like magnetic shear extend to the magnetic
well region with tokamak-like magnetic shear. Since bal-
looning formalism breaks near shearless region, the global
mode analysis migh be needed for precise stability.
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Fig. 3 β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill−V”, and Mercier criterionDI with pressure pro-
file P in currentless MHD equilibria with the peaked pres-
sure profile under the free boundary condition.
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Fig. 4 β-dependence of the normalized growth ratesγτA0 for
three different plasma volumes. The most right column
corresponds to 3

2.2 in currentless MHD equilibria with broad
pressure profile

In order to investigate effects of the pressure profile, the
currentless MHD equilibria are made with a broad pres-
sure profile;P(s) = P0(1− s2)5. In Fig.5, the properties of
the currentless MHD equilibrium with the broad pressure
profile under the fixed boundary is shown. The steep pres-
sure gradient near the plasma periphery coming from the
broad pressure prifile makes magnetic hill region narrow.
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The corresponding normalized growth rates are indicated
in Fig.6. As well as the MHD equilibria with peaked pres-
sure profile, high-n ballooning modes are destabilized in
the peripheral magnetic hill region with helical-like mag-
netic shear. Asβ increases, properties of the high-n bal-
looning modes change from helical-like ones with strong
magnetic field line dependence to tokamak-like ones with
weak magnetic field line dependence.
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Fig. 5 β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill−V”, and Mercier criterionDI with pressure pro-
file P in currentless MHD equilibria with the broad pres-
sure profile under the fixed boundary condition.
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Fig. 6 β-dependence of the normalized growth ratesγτA0 for
three different plasma volumes. The most right column
corresponds to 5

The effacts of the free boundary are shown in Figs.7
and 8 for currentless MHD equilibria with a broad pressure
profile. The differences between fixed boundary and free
boundary are same as the case of currentless MHD equi-
libria with peaked pressure profile.

3 in reconstructed MHD equilibria

In this section. the stability of high-n ballooning modes is
investigated in the reconstructed MHD equilibria.

The Fig.9 denotes the properties of both the recon-
structed MHD equilibrium and the variations correspond-
ing to IDB-SDC plasma in the standard configuraion with
Rax = 3.75m. The corresponding normalized growth rates
are shown in Fig.10. The behaviors of all quantities of
equilibrium and stability are similar to those in the theoret-
ically idealized MHD equilibria.
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Fig. 7 β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill−V”, and Mercier criterionDI with pressure pro-
file P in currentless MHD equilibria with the broad pres-
sure profile under the free boundary condition.
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Fig. 8 β-dependence of the normalized growth ratesγτA0 for
three different plasma volumes. The most right column
corresponds to 7

The properties of the reconstructed MHD equilibrium
corresponding to IDB-SDC plasma in the outward-shifted
vacuum configuraion withRax = 3.85m are denoted in
the upper row of Fig.11. The corresponding normalized
growth rate is shown in the left column of Fig.??. The
most significant feature of stability of the high-n balloon-
ing modes is that helical-like ballooning modes appear in
the both magnetic hill region with helical-like magnetic
shear and magnetic well region with tokamak-like mag-
netic shear. Moreover, high-n ballooning modes in the
magnetic well region with tokamak-like magnetic shear
are more tokamak-like ballooning modes than those in the
magnetic hill region with helical-like magnetic shear, be-
cause the magnetic field lines where the mode is unsta-
ble are wider in the magnetic well region with tokamak-
like magnetic shear than in the magnetic hill region with
helical-like magnetic shear. As is understood from the
pressure profile shown in upper row of Fig.11, the recon-
structed pressure profile has fine structures, namely, slight
stair-case like structures. Although those fine structures
are not so significant, it is considered that such fine struc-
ture changes the stability criterion of the high-n ballooning
modes through the balance between stabilization effect due
to the local magnetic shear and destabilization effect due to
the local magnetic curvature. High-n ballooning modes in
the magnetic well region with tokamak-like shear might
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Fig. 9 β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill−V”, and Mercier criterionDI with pressure pro-
file P in reconstracted MHD equilibria and the variations
in the stabdard vacuum configuration withRax = 3.75.
The upper (lower) row includes theβ-variations of whole
(core) region.
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Fig. 10β-dependence of the normalized growth ratesγτA0 for
three different plasma volumes. The left (right) column
includes theβ-variations of whole (core) region.

lead to core density collapse experimentally reported.
The properties of the reconstructed MHD equilib-

rium corresponding to high-β plasma in the inward-shifted
vacuum configuraion withRax = 3.60m are denoted in
the lower row of Fig.11. The corresponding normalized
growth rate is shown in the right column of Fig.??. As well
as the above case of IDB-SDC, fine structures of the pres-
sure profile makes the significant change in the Mercier
criterion, leading to the non-monotonic change in the nor-
malized growth rate as os shown in the right column of
Fig.??.

4 Summary

Up to now, theoretically idealized MHD equilibria reflect-
ing experimental conditions have been used in order to ex-
amine the ideal MHD stability. This approach has been
useful from the aspect of investing general properties of
the ideal MHD stability. As is well know, however, the
properties of a three dimensional MHD equilibirium with
large Shafranov shift significantly change by the pressure
profile, the current profile, and the boundary condition. In-
deed, high-n ballooning stability is completely different
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Fig. 11β-dependences of the rotational transform , magnetic well
and hill −V”, and Mercier criterionDI with pressure
profile P in reconstracted MHD equilibria. The upper
(lower) row corresponds to the reconstructed equilibrium
in the outward-shifted (inward-shifted) vacuum configu-
ration withRax = 3.85 (3.60) m.
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Fig. 12β-dependence of the normalized growth ratesγτA0. The
left (right) column corresponds to the reconstructed equi-
librium in the outward-shifted (inward-shifted) vacuum
configuration withRax = 3.85 (3.60) m.

between equilibria under fixed boundary and those under
free boundary. Although free boundary equilibria are more
stable than fixed boundary ones in the inward-shifted vac-
uum configuration withRax = 3.60m, free boundary equi-
libria are more unstable than fixed boundary ones in the
standard vacuum configuration withRax = 3.75m. More-
over, it is shown that ideal MHD stability based on the
realistic reconstructed MHD equilibrium with fine struc-
tures is different from that based on the theoretically ide-
alized MHD equilibrium. Especially, it is firstly shown
that high-n ballooning modes are destabilized in the mag-
netic well region with tokamak-like magnetic shear, which
means that high-n ballooning stability is quite sensitive to
MHD equilibrium. Stability analyses based on idealized
MHD equilibria might not be enough to interpret experi-
mental results on MHD stability. More extensive stability
analyses based on reconstructed MHD equilibria will be
needed.
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